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Résumé

Ce cours est une introduction aux domaines de I’Analyse mathématique qui sont liés
a I'étude des équations aux dérivées partielles. Il commence par trois parties por-
tant sur 'analyse fonctionnelle, 'analyse harmonique et 'analyse microlocale.
Une fois que nous aurons étudié ces théories, nous verrons comment les utiliser dans la
deuxiéme partie du cours. Notre but sera alors de donner des démonstrations complétes de
plusieurs théorémes majeurs dans I’étude des équations aux dérivées partielles. Nous étu-
dierons la résolution du probléme de Calderén, le théoréme de propagation des singularités

d’Hormander, le grand théoréme de De Giorgi et une inégalité de Strichartz—Bourgain.

Nous étudierons également les équations aux dérivées partielles elliptiques, hyperboliques
ou dispersives. Les problémes donnés dans la derniére partie complétent cette présentation
et proposent de démontrer de nombreux résultats fondamentaux (théoréme de Nash pour
les équations paraboliques, condition d’Hormander sur les sommes de carrés de champs

de vecteurs, construction des mesures microlocales de défaut de Gérard et Tartar...).

J’al essayé de proposer un enseignement exigeant mais accessible a un étudiant motivé.
Certains chapitres abordent des notions subtiles et il ne faudra pas s’inquiéter si cer-
taines démonstrations sont difficiles & suivre en premiére lecture. Celles-ci seront toujours

données en détail par soucis d’étre complet.

Les thémes abordés et les démonstrations ont été choisis en partie pour leurs vertus
pédagogiques, en essayant de faire intervenir des notions présentées dans d’autres chapitres
par exemple. De méme, certaines redondances sont voulues, car je pense qu’elles peuvent

aider les étudiants.

La principale originalité de ces notes est qu’elles correspondent fidélement & un ensei-
gnement donné devant des étudiants. Elles n’ont pas été pensées comme un complément
du cours. Au contraire, elles retranscrivent presque mot pour mot a ce qui a été écrit
au tableau lors de plusieurs cours différents, a 'ENS Paris et & 'ENS Cachan, pour un

volume horaire total d’a peu prés 80 heures de cours.

Absolument toutes les démonstrations qui figurent dans ces notes ont été écrites au tableau

n extenso.

Les problémes ont tous été posés en examen. Certains sont des problémes d’applications
du cours. Plusieurs problémes sont difficiles voir trés difficiles méme pour des étudiants
affutés (auquel cas je le mentionne au début du sujet) et il faudrait compter jusqu’a une

dizaine d’heures pour les finir.

Ce cours doit énormément (et emprunte beaucoup) & de nombreux livres ou polycopiés

de cours. La liste des documents que j’ai utilisés est donnée dans la derniére partie.
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Premiére partie

Analyse fonctionnelle
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Chapitre 1
Topologie générale

Pour que ce cours soit le plus auto-contenu possible, nous commencons par introduire les
principales notions de topologie. Ce chapitre est rédigé sous une forme assez condensée :
nous nous bornerons a introduire les définitions et & démontrer les résultats qui n’ont
pas déja été démontrés dans un cours d’introduction a la topologie. On donnera trés peu

d’exemples mais on développera quatre illustrations en détail & la fin de ce chapitre.

1.1 Espaces topologiques

Soit X un ensemble non vide. Nous noterons P(X) I'ensemble des parties de X.
Une topologie sur X est une collection 7 de parties de X telle que

(i) T contient I’ensemble vide et I'ensemble X,

(ii) toute union d’éléments de T appartient a T,
(iii) toute intersection finie d’éléments de 7 appartient a 7.

On dit simplement que 7T est stable par union arbitraire et par intersection finie. Le
couple (X,7T) est appelé espace topologique. Par abus de notations, on note en général
X le couple (X,7T). Dans ce chapitre, et uniquement dans ce chapitre, on utilisera la
notation X = (X, 7) pour distinguer I’ensemble X de l’espace toplogique (X, 7).

Par définition, les éléments de T sont les ouverts de I'espace topologique X. Tout com-
plémentaire d’'un ensemble ouvert est dit fermé. Il suit des propriétés ci-dessus que toute
intersection et toute réunion finie d’ensembles fermés est un ensemble fermé. De méme

I’ensemble vide et l'ensemble X sont des fermés.

Chaque ensemble X non vide posséde au moins deux topologies triviales : la topologie

71 = {0, X} (appelée topologie grossiére) et la topologie T, = P(X) (appelée topologie
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discréte). Etant donné deux topologies 77 et Tz sur un méme ensemble X, nous dirons que
T2 est plus fine que 77 si 7; C 7T5. Une topologie plus fine contient donc, par définition,

davantage d’ensembles d’ouverts.

Soit X = (X, T) un espace topologique et E un sous-ensemble de X. La topologie induite
par T sur E est

Te={UNE|UEeT}.

Pour un sous-ensemble A de X, ["intérieur de A est par définition la réunion de tous les
ouverts de T contenus dans A, cet ensemble est noté en général A°. La fermeture de A,
aussi appelée adhérence de A, est 'intersection de tous les fermés contenants A, noté A.
I1 suit directement de ces définitions que l'intérieur de A est le plus grand ouvert contenu
dans A alors que la fermeture de A est le plus petit fermé contenant A. Un voisinage de
A est un ensemble quelconque qui contient un ouvert qui contient A, un voisinage d’un
élément x de X est par définition un voisinage de {z}. La frontiére de A, aussi appelé le
bord de A, est I'ensemble 94 = A\ A°. Notons que 0A est un ensemble fermé car c’est

I'intersection de deux ensemble fermé : A et le complémentaire de A°.

Un sous-ensemble A de X est dit dense dés que sa fermeture est I’ensemble X lui-méme,
alors qu’il est dit nulle part dense si (E)o est I’ensemble vide. S’il existe un sous-ensemble
de X qui est dénombrable et dense on dira que la topologie est séparable. Soit A un sous-
ensemble de X et x un point de X, x est dit point d’accumulation de A si AN (U \ {z})
est non-vide pour tout voisinage U de zx. Il suit que la fermeture d’un ensemble A est
la réunion de A et de ses points d’accumulation. Aussi, A est fermé si et seulement s’il

contient ’ensemble de ses points d’accumulation.

Si T est une topologie sur X et x est un point de X, une base de voisinages ouverts de
x pour 7T est une collection B d’ouverts de X, telle que tout U € B contient x et telle
que tout voisinage V' de x contient un élément de B. Une base d’ouverts de T est une
collection d’ouverts qui contient une base de voisinages ouverts de tout point de X. On
montre, et cela de fagon directe, quune famille B C P(X) est une base d’ouverts de T si
et seulement si tout ouvert de 7 est réunion d’éléments de B. Aussi la donnée d’une base

d’ouverts d'une topologie définit entiérement la topologie.

La notion de topologie permet de définir la continuité des applications. C’est une notion
locale comme globale. Soit (X, Tx) et (Y, 7y) deux espaces topologiques, f: X — Y une
application et z un point de X. L’application f est continue au point x si f~1(V) est
un voisinage de x pour tout voisinage V' de f(x). On dit que f est continue sur X si
f~Y(V) appartient & Ty pour tout V € Ty. On note C(X;)) ensemble des fonctions
f: X — Y qui sont continues. En fait, par abus, on notera toujours cet ensemble C(X;Y")

(les topologies sous-jacentes étant en général clairement identifiées par le contexte).

14



On démontre facilement les énoncés suivants :
— une fonction est continue si et seulement si la préimage d’un fermé est fermée;
— une fonction est continue sur X si et seulement si elle est continue en tout point ;
— la composée de deux applications continues est continue.

Considérons une bijection f: X — Y. On dit que c’est un homéomorphisme si f et f=!

sont continues. On dit que deux espaces topologiques sont homéomorphes s’il existe un

homéomorphisme entre eux.

Espace métrique

Une distance sur un ensemble X est une application d: X x X — [0, +o00[ qui vérifie les

trois hypotheéses suivantes : pour tout x,y, 2z dans X,
(i) (séparation) d(z,y) = 0 si et seulement si z = y,
(ii) (symétrie) d(z,y) = d(y, x),

(iii) (inégalité triangulaire) d(z, z) < d(z,y) + d(y, 2).

Le couple (X,d) est un espace métrique. Etant donné un point x dans X et un réel

strictement positif 7, on appelle boule ouverte de centre x et de rayon r I’ensemble
B(z,r):={ye X |dxy) <r}.

Par définition, la boule fermée de centre x et de rayon r est
By(z,r) :={ye X |dz,y) <r}.

Attention : ce n’est pas nécessairement ’adhérence de la boule ouverte de mémes centre

et rayon (on peut trés bien avoir By(z,r) # B(z,1)).

La collection notée 7, des sous-ensembles U de X vérifiant
VeeU, Ir>0/ B(z,r)CU

est une topologie sur X, appelée topologie induite par la distance d. On montre que
I’ensemble des boules ouvertes est une base d’ouverts. De facon générale on dira qu'un
espace topologique X = (X, 7)) est métrisable lorsqu’il existe une distance d sur X telle
que T = Ty (c’est a dire lorsqu’il existe une distance sur X tel que tout ouvert de 7 peut

s’écrire comme réunion de boules ouvertes pour cette distance).

Considérons deux espaces métriques (X,d) et (Y, p) ainsi qu'un élément = de X. Une

application f: X — Y est continue au point z si et seulement si,
Ve>0,30>0/WyeX, day) <6 = d(f(z),f(y) <e.
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Espace normé

Soit E un espace vectoriel sur le corps K = R ou C. Une application ¢ de E dans [0, +o0o[

est une semi-norme si elle vérifie, pour tout A € K et tout (z,y) € E?,
(i) (homogénéité) o(Ax) = |\ o(x),
(ii) (inégalité triangulaire) o(x +y) < o(x) + o(y).

Une semi-norme est une norme si de plus o(z) = 0 implique z = 0 (remarquons que la

propriété d’homogénéité implique que o(0) = 0).

Les normes se notent habituellement |||, un couple (£, ||-||) est appelé espace vectoriel
normé. L’application, notée d, définie sur F x E par d(x,y) = ||z — y|| est alors une

distance sur F.

Deux normes ||-||, et |||, sont éguivalentes s’il existe deux constantes ¢; et co strictement

positives telles que pour tout x € E,

alzlly < llfly < e flll, -

Soit (E, ||-||z) et (F,]]||p) deux espaces vectoriels normés et 7': £ — F une application

linéaire. L’application 7" est bornée sur un voisinage V' de l'origine si
sup ||T'(x)||» < +o0.
eV

On dira que T est bornée si

sup ||T'(x)] < +o0.

el p<1

Les applications linéaires continues jouent un réle fondamental, aussi on donne plusieurs

critéres simples pour les caractériser.

Proposition 1.1. ] est équivalent pour une application linéaire d’étre continue, continue

en 0, bornée sur un voisinage de [’origine ou encore bornée.

On note L(E, F') 'ensemble des applications linéaires continues de E vers F. C’est un

espace vectoriel. On définit une norme sur cet espace vectoriel en posant

w20 |17]lg

Si F' est le corps K muni de la topologie induite par le module, alors on note simplement
E' = L(E,F) et on dit que E’ est le dual topologique de FE.
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Topologie engendrée, topologie faible

Nous souhaitons maintenant introduire la notion fondamentale de topologie engendrée,
dont les exemples les plus importants sont les topologies produit et faible (nous ferons
une étude détaillée de la topologie faible dans un chapitre ultérieur). Pour cela nous
commencons par deux remarques. La premiére est que si {73}sep est une collection de
topologies sur un méme ensemble X alors I'intersection des 7 est encore une topologie
sur X. La seconde remarque est que, puisque P(X) est une topologie sur X, pour toute
collection o7 C P(X), il existe toujours une topologie 7 sur X telle que & C T. Ce qui
permet de définir la topologie engendrée par .« comme étant 'intersection de toutes les

topologies contenant 7.

Proposition 1.2. Soit o7 C P(X), la topologie engendrée par <f est constituée de l’en-

semble vide, de X et de toutes les réunions d’intersections finies d’éléments de <7 .

Démonstration. Soit B I’ensemble formé de X, et de toutes les intersections finies possibles
d’éléments de 7. Considérons la famille 7" de toutes les réunions d’ensembles pris dans

B, a laquelle on rajoute I’ensemble vide, que 'on peut aussi définir par
T::{UGP(X) |Vx€U,EIV€B/x€VCU}.

Alors on peut vérifier (exercice) que T est une topologie. Qui est plus fine que la topologie
engendrée par o/ (car celle ci doit, par les axiomes définissant une topologie, contenir
entre autres les réunions d’intersections finies d’éléments de «7) et qui est donc cette

topologie. O]

Topologie produit. Soit {(Xa, 7o)}, 4 une famille quelconque d’espaces topologiques. Nous

voulons munir ’ensemble produit X =[] _, X, d’une topologie. Pour cela, étant donné

a€cA
a € A, nous considérons la projection 7, définie par

To: X = Xoy = (24)aca — Zq.
Par définition, la topologie produit sur X est la topologie engendrée par
o ={7,'(U,) |la€ AU, €T, }.

Proposition 1.3. Soit A un ensemble quelconque, {Xo}, o4 une famille d’espaces topolo-
giques et X ’espace topologique produit. Soit ) un espace topologique, et F = {fo: Y —

Xotaea une famille d’applications. L’application

12 Y_>X7 yH(foz(y))oceA

est continue si et seulement si toutes les applications f, sont continues.
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Démonstration. Soit V un ouvert de X', par définition de la topologie produit V' contient

un ouvert U de la forme U = HaE 42U ou U, €7, est égal a X, pour tous les indices o

sauf un nombre fini d’entre eux, notés aq, ..., «,. Alors
e U) = () [20) = () f2}(Uay).
acA 1<t<n

Tous les éléments de ces intersections sont ouverts car les f,, sont continues. Donc ¢~ (U)
est une partie ouverte de ) comme intersection finie d’ouverts. On en déduit que la

préimage par ¢ d'un ouvert est un ouvert, ce qui démontre que ¢ est continue. O

En particulier, la somme, le produit (usuel ou scalaire), la différence, le quotient (lorsqu’il

a un sens) d’applications continues a valeurs numériques (ou vectorielles) sont continus.

Topologie engendrée par une famille d’applications. Soit X un ensemble et F = {f,: X —
Y, }aea une famille d’applications de X vers des espaces topologiques ), = (Ya, 7o) La
topologie engendrée par F sur X est la topologie la moins fine qui rende continues toutes

les applications f,. Plus précisément, c’est la topologie engendrée par
o = {fo?l(Ua) | a€ AU, 67;}-

Ainsi, la topologie produit est la topologie induite par la famille des projections 7.

Topologie faible. Considérons un espace vectoriel normé E sur le corps K = R ou C.
Rappelons que 'on note E’ son dual topologique, qui est 'ensemble des formes linéaires
continues sur E. Par définition, la topologie faible sur F, notée o(E, E’), est la topologie

engendré par E'.

1.2 Séparabilité, compacité et complétude

1.2.1 Séparabilité

Par définition :
— un espace topologique est séparable s’il admet une partie dénombrable dense ;
— une topologie est a base dénombrable d’ouverts lorsqu’elle posséde une base d’ou-

verts dénombrable.

Proposition 1.4. Un espace topologique a base dénombrable d’ouverts est séparable. Un

espace métrique séparable est a base dénombrable d’ouverts.

Démonstration. Supposons que B = {U,},en est une base d’ouverts de X'. Pour tout

n € N choisissons z,, € U,, (on peut supposer U, non vide). Alors D := {x, },en est une

18



partie dense dans X. En effet pour tout ouvert U de X il existe p tel que U, C U et donc

x, € U. Tout ouvert non vide rencontre D ce qui implique que D est dense.

Maintenant si (X, d) est un espace métrique séparable, alors il existe D = {x, },en dense
dans X. Il existe pour tout n € N une base dénombrable de voisinages de z,, notée B, :=
{U]' }pen (en effet, il suffit de considérer I’ensemble indéxé par r € Q des boules, ouvertes
ou fermées, de centre = et de rayon r). La réunion U,en/3, est une famille dénombrable
et on vérifie que c’est une base d’ouverts pour (X, d). En effet, soit U un ouvert non vide
de (X,d), et  un point quelconque de U. Comme U est ouvert il existe r > 0 tel que
B(z,r) C U. Il existe n € N tel que d(z, z,) < r/3 car D est dense dans X. Enfin il existe
un rationnel ¢ €|r/3,r/2[. Donc, en appliquant deux fois 'inégalité triangulaire, B(x,, q)
vérifie B(x,,q) C U et © € B(x,,q). Ainsi tout élément de U appartient a une boule
prise dans la collection B et donc U peut s’écrire comme réunion d’éléments de B, ce qui

conclut la démonstration. O

1.2.2 [Espaces séparés et espaces normaux

On dit qu’un espace topologique est un espace séparé (on dit aussi espace de Hausdorff)
s’il vérifie la propriété suivante : si x # y, il existe deux ouverts disjoints U,V tels que
reUetyelV.

On dit qu’un espace topologique est normal si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Si z # y, il existe un ouvert qui contient = et qui ne contient pas y;

2. pour tout couple (Fi, Fy) de fermés disjoints il existe deux ouverts disjoints Uy, U
tels que F1 C U1 et F2 C Ug.

La proposition suivante donne une formulation équivalente de la premiére propriété.
Proposition 1.5. Considérons un espace topologique X. Alors les deux énoncés suivants
sont équivalents :

(i) Six # vy, il existe un ouvert qui contient x et qui ne contient pasy ;

(i1) les singletons {x} sont fermés pour tout x € X.

Démonstration. Si X vérifie la propriété (i), et € X, alors pour tout y # x il existe
un ouvert U, tel que x ¢ Uy, aussi {x}° = U, U, est ouvert comme réunion d’ouverts,
et donc {z} est fermé. Réciproquement supposons les singletons fermés. Soit z et y deux

éléments distincts de X, alors y appartient a 'ouvert {2} qui ne contient pas x. O

Les espaces métriques sont des espaces topologiques normaux (exercice). Notons aussi

qu’un produit d’espaces séparés est encore un espace séparé.
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Proposition 1.6. Un espace toplogique X est séparé si et seulement si la diagonale A :=
{(z,z) |z € X} est fermée dans X x X.

Démonstration. Supposons que X est séparé et montrons que que A est fermé. Si (z,y) €
A€ alors z # y et il existe deux ouverts disjoints U et V' tels que (z,y) € U x V. Comme U
et V sont disjoints U x V' C A°. Aussi (z,y) € (A°)° et donc A® = (A°)° est un ensemble

ouvert.

Supposons que A est fermé et montrons que X' est séparé. Si x # y alors (x,y) € A° qui
est un ouvert. Par définition de la topologie produit A° contient un voisinage de x de la

forme U x V ou U et V sont deux ouverts de T, nécessairement disjoints. O]

La proposition suivante se prouve facilement.

Proposition 1.7. Tout espace topologique homéomorphe a un sous espace d’un espace

topologique de Hausdorff (resp. normal) est lui aussi de Hausdorff (resp. normal).

Proposition 1.8. Soit X un espace topologique et Y un espace de Hausdorff, f et g deux
applications continues de X wvers Y. Alors, l'ensemble € := {x € X | f(z) = g(z) } est

fermé.

Démonstration. D’aprés la proposition 1.6, la diagonale Ay = { (y,y) | y € Y } est fermée
puisque Y est de Hausdorff. Soit ¢: X — Y x Y définie par p(z) = (f(z),g(x)), cette
application est continue car f et g le sont. Alors, avec ces notations, £ = ¢~ *(Ay) et donc

& est fermé comme préimage d’un fermé par une application continue. n

On déduit de cette proposition, sous ces mémes hypothéses, que si f = g sur un sous-

ensemble dense de X alors f = g sur X tout entier.

Lemme 1.9 (Urysohn). Soit X un espace normal. Si A et B sont des fermés disjoints,
il existe f € C(X;[0,1]) telle que f =0 sur A et f =1 sur B.

Démonstration. Admis. ]

1.2.3 Compacité

On se donne pour cette partie un espace topologique X'. On appelle recouvrement de X

toute collection de parties de X, {U,}aca (A ensemble quelconque), telle que
X =]
acA

On dit que c’est un recouvrement ouvert si les ensembles U, sont ouverts. Un sous-

recouvrement de {U,}aca est une sous-famille {Us}pep avec B C A, telle que {Us}pen
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est un recouvrement de X. Un recouvrement est dit fini si ’ensemble des indices A est

fini, et dénombrable si 'ensemble A est dénombrable.

Définition 1.10. Un espace topologique X est compact s’il est séparé et si de tout recou-

vrement ouvert de X on peut extraire un sous-recouvrement fini.

On veut ensuite définir la notion de sous-ensemble compact d’un espace topologique.
Soit X = (X, 7) un espace topologique et E un sous-ensemble de X. Rappelons que la
topologie induite par 7 sur F, notée Tg est définie par Tg := {U NE|U e T}. Un

sous-ensemble E de X est dit compact si (E, Tg) est un espace topologique compact.

Proposition 1.11. Si X est compact et que f: X — Y est continue alors f(X) est

compact. En particulier, la propriété d’étre compacte est invariante par difféomorphisme.

Démonstration. Donnons nous un recouvrement ouvert, not¢ R, de f(X). Il suit que
I’ensemble des préimages par f des éléments de ce recouvrement est un recouvrement de
X, en effet f étant continue la préimage d’un ouvert est ouvert. Donc on peut en extraire
un sous recouvrement fini de X. Les images par f des éléments de ce recouvrement de X

forment alors un sous-recouvrement fini de R. OJ

Cependant la préimage d’un compact par une application continue f n’est pas nécessai-

rement compact. Lorsque c’est le cas on dit que f est une application propre.

On donne maintenant une caractérisation de la compacité qui fait intervenir un critére

portant sur des intersections de fermés, plutot que sur des réunions d’ouverts.

Proposition 1.12. Un espace topologique X est compact si et seulement si toute famille

de fermés d’intersection vide admet une sous-famille finie d’intersection vide.

Démonstration. Se déduit directement de la définition en termes de recouvrement ouvert

par passage au complémentaire. O

Corollaire 1.13. Considérons un espace topologique compact X et une suite {Fj,},en de
fermés qui est décroissante au sens o F,11 C F, pour tout entier p. Alors l'intersection

Mpen Fp est non vide.

Démonstration. Sil'intersection est non vide alors la proposition précédente implique qu’il
existerait une partie finie J C N telle que Nje F; = 0. Ce qui est impossible car la suite

{F,}pen est décroissante. O

Considérons une suite (x,),en de points d'un espace topologique. Rappelons que 'on dit
que /¢ est une valeur d’adhérence de cette suite si, pour tout voisinage V' de ¢, et pour tout
entier N € N, il existe n > N tel que x,, € V.
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Corollaire 1.14. Dans un espace topologique compact, toute suite admet une valeur

d’adhérence.

Démonstration. Considérons une suite (2, )nen et introduisons les fermés F), définit par
F,={z,|n > p}.

C’est une suite décroissante de fermés qui est d’intersection non vide par compacité. On

en déduit que la suite a une valeur d’adhérence. O

Proposition 1.15. Considérons un espace topologique séparé X .

(i) Si K un sous-ensemble compact et x appartenant a X \ K. Alors il existe deux ouverts
disjoints V et W tels que x € V et K C W.

(17) Si K est un sous-ensemble compact de X, alors K est fermé dans X .
(7i1) Si X est compact et que F est un sous-ensemble fermé de X, alors F' est compact.
Démonstration. (i) Soit y un point de K, puisque = # y et que X est séparé, il existe

deux ouverts disjoints V,, et W), tels que x € V,, et y € W,,. La collection {W, },ecx est un

recouvrement de K donc on peut par compacité de K en extraire un sous recouvrement

fini indéxé par un nombre fini de points de K : yy,...,y,. On pose alors
V= m Vies W= U W,
1<t<n 1<t<n

et on obtient le résultat désiré.

(77) Montrons que le complémentaire de K est ouvert. C’est équivalent a montrer que
X \ K est un voisinage de chacun de ses points. On doit donc montrer que pour tout
r € X\ K, il existe un ouvert V' C X \ K tel que x € V. Ceci est une conséquence directe
du point (7).

(737) Montrons déja que F' est séparé. Notons T la topologie sur X et 7z la topologie
induite par 7 sur F. Considérons deux points distincts x et y dans F. Comme X est
séparé (par définition de la compacité), il existe deux ouverts disjoints U,V de T tels que
reUetyeV.Alors UNK et VN K sont deux ouverts disjoints de la topologie induite

Tr. Ce qui démontre que Tr est séparée.

Pour montrer que K est compact, il suffit maintenant de montrer que toute famille
{F,}aca de fermés (pour la topologie induite 7r) d’intersection vide admet une sous-
famille finie d’intersection vide. Par compacité de X, il suffit donc de montrer que les
ensembles F,, sont aussi des fermés pour la topologie 7. Pour cela écrivons que F'\ F,
est un ouvert de Tz implique qu’il existe un ouvert U, de T tel que F'\ F, = U, N F. On
vérifie alors (exercice) que X \ F,, = X \ (FN(X\U,)). Comme F et X \ U, sont fermés,

I'ensemble X \ F,, est fermé comme complémentaire d'un ensemble ouvert. O

22



Un sous-ensemble E de X est dit relativement compact si sa fermeture est un sous-ensemble
compact de X. Comme tout fermé d’un espace topologique compact X est compact d’aprés
la proposition précédente, on en déduit que tout sous-ensemble d'un espace topologique

compact est relativement compact.

Proposition 1.16. Soit X un espace topologique séparé, K| et Ko deuxr sous-ensembles

compacts disjoints. Alors il eziste deuzx ouverts disjoints Vi et Vy tels que K; C 'V, (i =
1,2).

Démonstration. D’aprés la proposition 1.15, pour tout x dans K, il existe deux ouverts
disjoints V, et W, tels que = € V, et Ky C W,. Les ouverts {V, }.cx, forment un re-
couvrement de Kj, dont on peut extraire un sous recouvrement fini : {V, }1</<n. On

pose

Vie= {J Vo, Vo= ) W

1<0<n 1<0<n

Proposition 1.17. Tout espace topologique compact est normal.

Démonstration. C’est une conséquence de la proposition 1.16 et du fait que tout fermé

d’un espace compact est compact. O

Définition 1.18. Un espace topologique X est séquentiellement compact si de toute suite
de points de X on peut extraire une sous-suite convergente. Un sous-ensemble E de X est

dit séquentiellement compact si (E,Tg) est séquentiellement compact.

Définition 1.19. Un espace métrique X est pré-compact (on dit aussi totalement borné)

si, pour € > 0, X peut étre recouvert par un nombre fini de boules de rayon c.

Théoréme 1.20. Considérons un espace métriqgue X . Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes.
1. X est compact.

2. X est pré-compact et complet.

3. X est séquentiellement compact.

Démonstration. Nous renvoyons a un livre de topologie pour la démonstration de ce ré-

sultat classique. O

Proposition 1.21. Tout espace métrique compact est séparable.
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Démonstration. Soit (X, d) un espace métrique. Pour tout n € N* | la famille { B(z,1/n)}.ex
recouvre X donc on peut en extraire un sous recouvrement fini {B(z?,1/n)}per, ou I,
est fini. L’ensemble

D:={at|neN,pel,}

est alors un ensemble dénombrable dense. OJ

1.2.4 Complétude

Soit (2,,)nen une suite d'un espace métrique (X, d). Cette suite est une suite de Cauchy
si pour tout € > 0 il existe N € N tel que d(z,,z,) < € quand n et p sont plus grands
que N. Par exemple, toute suite convergente est une suite de Cauchy. Réciproquement,

si toute suite de Cauchy est convergente on dit que I'espace métrique (X, d) est complet.

On remarque que toute sous-suite d'une suite de Cauchy est une suite de Cauchy est
que toute suite de Cauchy est bornée. Une suite de Cauchy qui a une valeur d’adhérence
converge vers cette valeur (autrement dit : si une sous-suite d’une suite de Cauchy converge

alors la suite tout entiére converge).

Un espace vectoriel normé qui est complet pour la distance induite par la norme est appelé

espace de Banach.
Proposition 1.22. Si F est un espace de Banach, alors L(E, F') l’est aussi.

Démonstration. Soit T, le terme général d’une suite de Cauchy dans (L(E, F), ||-]]). Pour
tout x € F on a
1T (x) = Tp (@)l p < ([T0 = Toll - =]l

donc (T, (z))nen est une suite de Cauchy dans F. Si F' est complet elle converge vers un
¢lément noté T'(z). On vérifie facilement que E > x — T'(z) € F est une application

linéaire continue et que T, converge vers cette application. O

1.3 Espaces vectoriels topologiques

Définition 1.23. Un espace vectoriel topologique est un K-espace vectoriel E, avec K =
R ou C, muni d’une topologie telle que les opérations d’addition vectorielle (z,y) — x+y

et de multiplication par un scalaire (X, z) — \x soient continues.

Par exemple, tout espace vectoriel normé est un espace topologique. Nous allons nous
intéresser a des espaces vectoriels topologiques E dont la topologie n’est pas induite par

une norme, mais par une famille de semi-normes. Nous n’allons pas développer la théorie
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générale de ces espaces. Nous allons considérer uniquement le cas le plus simple, qui va

nous permettre de décrire tous les espaces dont nous aurons besoin dans ce livre.

Définition 1.24. (i) Rappelons qu’une semi-norme est une application o: E — [0, +o0|
telle que, pour tout X € K et tout (z,y) € E?, on a o(Ax) = |\ o(x) (ce qui implique que
0(0) =0) et o(x +y) < o(x) + o(y). Une semi-norme est une norme si de plus o(x) =0

implique x = 0.

(1) Une famille graduée de semi-normes est une famille dénombrable {0, }nen de semi-

normes vérifiant
00(f) <oi(f) <oof) <---
pour tout f dans E.

Exemple 1.25. (i) Si (£, ||| ;) est un espace vectoriel normé et g, = ||| ; pour tout

n, alors {0, fnen est une famille graduée de semi-normes.

(i) Considérons un compact K C R? et notons C$°(R?) I'espace des fonctions C*°(R?)
a support dans K. Alors on définit une famille graduée de semi-normes par

on(f) = maxsup |07 f ()] .

lal<n ek

Ces semi-normes sont mémes des normes mais, en général, on dit quand méme semi-
norme dans la pratique. La raison en est que la topologie naturelle sur C%°(R?) (don-

née par la proposition 1.26 ci-dessous) n’est pas celle d’un espace vectoriel normé.

(iii) Soit k € N et soit © un ouvert de R%. On veut définir une famille graduée de semi-
normes sur £ = C*(2). Pour cela on considére une suite exhaustive de compacts
recouvrant ) (par définition, c’est une suite croissante de compacts dont la réunion

est égale a ). On obtient une telle suite en posant

K, ={z € Q : dist(z,00) > 1/n} N B(0,n).
Alors on peut définir une famille graduée de semi-normes par

on(f) = max sup |07 f ().
‘O‘|§k $€Kn

(iv) Notons L7

1 (82) Tespace des fonctions dont la restriction & un ouvert borné quel-

conque appartient a LP(€). Alors on définit une famille graduée de semi-normes en

posant

on(f) = 1 o xcy -

Proposition 1.26. Considérons un espace vectoriel EE muni d’une famille graduée de
semi-normes {on}nen. On munit E de la topologie induite par la famille d’applications

{0n}nen (c’est la topologie minimale qui rendent continues toutes les applications o).
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i) Alors E est un espace vectoriel topologique.

i) Etant donné x € E et e > 0, on introduit

Bu(zye)={y€eE : o(zv—y)<e}.
Alors {B,(z,e) : n €N, x € E, € > 0} est une base de voisinages de cette topologie.

iit) La convergence d’une suite (v;)jen vers x est équivalente a la convergence de ||x; — x|,

vers 0 pour tout n

iv) Cette topologie est métrisable, elle est induite par la distance

0 Onl _y)
=22

= TGy
Démonstration. Ces quatre propriétés découlent directement des définitions. O

Définition 1.27. Considérons un espace vectoriel topologique dont la topologie est induite
par une famille graduée de semi-normes {||-|,, }nen. On dit que E est un espace de Fréchet

s’il est complet pour la distance

d(x,y) _ Z 9—n Qn(x — y)

S )

Proposition 1.28. Les espaces locauz L5, (), C*(Q) et C(Q2), munis des familles de

semi-normes introduites précédemment, sont des espaces de Fréchet.

Démonstration. C’est est un corollaire du fait que les espaces correspondants de fonctions

restreints a K, sont des espaces complets. O

1.4 Premiére illustration : topologie des espaces vecto-

riels de dimension finie

Théoréme 1.29. Soit X un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K = R ou
K = C. 1l existe une et une seule topologie séparée qui munisse X d’une structure d’espace

vectoriel topologique.

Démonstration. Notons d la dimension de X et choisissons une base arbitraire g =

(B1,...,B4) de X. Nous définissons la norme ||-|| par

J J 1/2
i=1 i=1
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Enfin nous considérons une topologie 7 séparée et compatible avec les opérations algé-
briques. Nous noterons X, le couple (X, ||-|), et X le couple (X, 7). Nous allons montrer

que 'application identité I est un homéomorphisme de X, sur X,.

(a) I est continue de X,, vers X,. Soit U un voisinage quelconque de 0 dans X,. L’appli-

cation que l'on introduit ci-dessous est continue car 7 est compatible avec I'addition de

X

Y

XTX"'XXT9("L‘lw"vxd))_)xl—'—”.—f_xdEXT'

La continuité de cette application en 0 implique I'existence de d voisinages ouverts de 0,
Vier, telsque Vi +---+V; C U. Posons

(1.4.1) W = ﬂVi qui vérifie W+.-+WcCU.

L’ensemble W est un voisinage ouvert de 0 dans X, la continuité de la multiplication par

un scalaire se traduit par 'existence de d réels strictement positifs €q,..., 4 tels que :
(1.4.2) Vie{l,...,d}, V€ €K : [1¢] < &i] = [¢8; € W].

Posons ¢ = min{¢; | 1 < i < d}, alors la boule de X,, centrée en 0 et de rayon ¢ est
incluse dans U d’aprés les relations (1.4.1) et (1.4.2). Donc I est continue en 0, et par

linéarité I est continue (de X, vers X ).

(b) I est continue de X, vers X,,. Soit V un voisinage quelconque de 0 dans X,,, V' contient
une boule ouverte B, = {x € X | ||z|]| < p}. Soit S la frontiére de cette boule, c’est un
ensemble fermé et borné dans un espace vectoriel normé de dimension finie, donc ¢’est un
sous-ensemble compact de X, (voir le lemme ci-dessous). Par continuité de I de X, vers
X, prouvée ci-dessus, S est un sous-ensemble compact de X, et 7 étant séparée, S est
un fermé de 7. Comme 0 ¢ S, il existe W € 7, tel que SNW = (). Par continuité de la
multiplication par un scalaire en 0, il existe § > 0 et W' voisinage de 0 tels que tx € W
pour |t| < § et 2 € W'. Donc
U=|Jtw cw
lt|<d

Nous affirmons que U C V. En effet, supposons qu'il existe x € U \ V, en particulier
|z|| > p. Posons A = p/|jz|| et y = Az, |A| < 1 et z € U implique que y € U. D’autre
part |ly|| = p donc y € S, ce qui contredit SN W = (. Nous avons bien montré que I est

continue en 0, et par linéarité continue de X, vers X,,.
L’application I est donc un homéomorphisme, ce qui montre X,, = X..

Pour conclure la démonstration, il reste & démontrer le lemme suivant qui a été utilisé

ci-dessus.
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Lemme 1.30. Soit K une partie fermée et bornée de X,,, alors KC est compacte.

Démonstration. Nous choisissons de fagon arbitraire une base 5 = (f1,...,84) de X, et

nous définissons 'isomorphisme linéaire :

d
[IX-)Kd, Z.ﬁlfiﬁi}—)(ﬂfl,...,xd).
i=1

d 1/2
2
|MH=<§:MJ) ,
i=1

ainsi [ est clairement un isomorphisme isométrique, donc un homéomorphisme. En par-

Par définition

ticulier I(K) est fermé borné dans K¢ donc compact, et par continuité de 171, K est une
partie compacte de X,,. O

Ceci conclut la démonstration du théoréme. O]
Corollaire 1.31. Il y a équivalence des normes en dimension finie.

Démonstration. Soient || - ||; et || - |2 deux normes sur I'espace vectoriel X. D’aprés le
théoréme précédent, I'application identité, I, est un homéomorphisme de (X, || - ||1) sur

(X, |- |l2). En traduisant la continuité de I, et de sa réciproque, en 0, on déduit 'existence

de deux constantes telles que :

(1.4.3) [zl <6 = [lzfl2 <1,
(1.4.4) 2]l < 02 = [Jz]ls < L.

La propriété d’homogénéité des normes appliquée aux relations (1.4.3) et (1.4.4) implique
1
Oallzlls < lllz < 5-lllly,
1
ce qui est le résultat désiré d’équivalence des deux normes. O

Corollaire 1.32. Soit X un espace vectoriel normé de dimension finie, alors les topologies

faible et forte coincident.

Remarque 1.33. C’est en fait une condition nécessaire et suffisante. En effet, en dimen-
sion infinie, la topologie faible n’est pas métrisable. On peut voir plus directement que
la topologie faible n’est pas normable (il n’existe pas de norme qui induise la topologie
faible) en montrant que tout voisinage de 0 pour la topologie faible contient une droite

vectorielle de X.

Démonstration. 11 suffit de vérifier que la topologie faible munit X d’une structure d’es-
pace vectoriel topologique séparée, ce que nous démontrerons plus tard comme corollaire
du théoréme de Hahn-Banach. O]
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1.5 Seconde illustration : théoréme d’Arzela—Ascoli

Définition 1.34. Soient (X,T) un espace toplogique, (Y, p) un espace métrique et F une
famille de fonctions f,: X — Y. Etant donné un élément x de X, on note V(x) l’ensemble
des voisinages de x (c’est l'ensemble des parties de X qui contiennent un élément de T

contenant x). Par définition, F est équicontinue dés que
Vee X, Ve>0, 30 € V(z) /| V2O, VfeF, p(f(x), f(2)) <e.

Théoréme 1.35 (Arzela—Ascoli). Soient (X,T) un espace toplogique séparable, (Y, p) un
espace métrique et F une famille équicontinue de fonctions f,: X — Y. Si {fu(2)}, cn

est relativement compacte pour tout x € X, alors :
(i) il existe une sous suite de F qui converge simplement vers une fonction f ;

(i) la convergence est uniforme sur tous les compacts.

Démonstration. Notons par D = {x,}, . une partie dénombrable dense dans X. L’adhé-
rence dans X de la suite des images par les fonctions f,, de z; est un ensemble compact
dans 'espace métrique Y, donc aussi séquentiellement compact. On en extrait une sous-
suite, notée {fi,(21)},s,, convergente. On construit alors de facon successive une suite
{fivin(zj1)},,5, & partir de {f;,(xj41)},,, telle que la suite {fj11n(2;41)},,5, converge.
Puis, pour toutij > 1, on considére, par extraction diagonale, la suite { fn,n(ij}n>1. Cest

une sous-suite de {f;,(z;)} -, donc elle converge. Pour alléger on pose g, = fn,. On a

n>1
ainsi définit une suite g, qui converge simplement sur D.

Pour montrer que g, converge simplement sur X tout entier il suffit de montrer que
{gn(x)}, ey est une suite de Cauchy pour tout z € X. En effet g, (x) appartient a I’adhé-
rence dans X de la suite {f,(x)},~, qui est compact et donc complet. Fixons ¢ > 0.

Puisque F est équicontinue il existe un voisinage O de z tel que
VneN, Vze O : p(gn (), 9n(2)) < g/3.

Comme D est dense dans X il existe x; € D tel que z; € O. Enfin, par convergence de
{gn(xi)},cns 1l existe N tel que pour m,n > N on ait p(g,(2;), gm(xi)) < /3. Ce qui

permet de conclure & la convergence simple car :

P(9n (), g () < p(gn (), gn (i) + p(Gn (i), g (i) + P(gm (i), gim(T))
<e/3+4+¢/3+¢/3.

On montre directement la continuité de g : on fait un passage a la limite dans 'inégalité

de I’équicontinuité. Ici la continuité passe a la limite simple, ce qui est faux dans le cas
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général, car 'ouvert O ne dépend pas de n ainsi 'ouvert ne peut pas se réduire a un seul

point quand n tend vers +o00 (comme c’est le cas pour la suite x — ™, sur [0, 1]).

Soit maintenant K un compact de X, montrons que la convergence est uniforme sur K. La
propriété d’équicontinuité implique que, pour tout élément x de X, il existe un voisinage
O, de x tel que,

Vze O, VfeF, p(f(z), f(2)) <e.

Alors (O,)zex forme un recouvrement ouvert de K, dont on peut extraire un sous-
recouvrement fini indéxé par x1,..., xp. M étant fini on peut trouver N tel que pour
tout n > N |, p(gn(x;),9(x;)) < €/3 . Et maintenant pour tout k € K :

p(gn(k), g(k)) < p(gn(k), gn(xi)) + p(gn(zi), 9(2i)) + p(g(x:), g(k))
<e/3+¢/3+¢/3=c¢c.

Ce qui donne la convergence uniforme sur les compacts. O

1.6 Troisiéme illustration : théoréme du point fixe

Considérons un espace de Banach (X, ||-||) et une fonction ®: X — X. On cherche a

résoudre 1’équation

O (u) = 0.
Supposons que 1'on connaisse uy € X tel que €9 = ||®(up)|| soit petit. On cherche a définir,
par récurrence, une suite (u,)nen telle que e, = [|®(u,)| converge vers 0. On parle de

schémas itératifs. Les deux exemples principaux sont le schéma de Picard et le schéma de

Newton.

Schéma de Picard

Commengons par 'exemple fondamental de la résolution de ®(u) = 0 dans le cas on  — I

est une application contractante, au sens de la définition suivante.

Définition 1.36. Soit (E,d) un espace métrique et un nombre réel positif k. On dit qu’une

application f: E — E est k-Lipschitzienne si, pour tout couple (x,y) dans E X E,

d(f(x), f(y)) < kd(z,y).

On dit que f est contractante si elle est k-Lipschitzienne pour un certain k appartenant
a [0, 1].
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Théoréme 1.37. Soit E un espace métrique complet et f: E — E une application
contractante. Il existe un unique point fize x* de f dans E, c’est-a-dire tel que f(z*) = x*.

De plus toute suite (xy,)nen d’éléments de E vérifiant x,1 = f(x,) converge vers x*.

Démonstration. Soit zo € E et soit (x,)n,en la suite définie par z,.1 = f(x,). Alors

d(Tmat1, Tm) < kd(Zm, Tpm_1) donc
A(Tmi1, Tm) < K"d(21, 70).

Comme Tyyp — Tp = Tyl — Ty + ++ + Tpyp — Tpyp—1 O en déduit

1
d(l‘n+p, $n) < (kn + -+ kneril)d(iCl, l’o) < k"ﬂd(xl, :CO)

donc la suite est de Cauchy. Comme E est un espace complet, cette suite converge vers un
élément noté x*. Pour montrer que z* est un point fixe de f nous allons utiliser I'inéga-
lité précédente d(Tpmi1, Tm) < k™d(z1,x0) qui entraine que d(f(x,,), xm) < k™d(xq, x0).
Comme k < 1 et que f est continue, on peut passer a la limite dans cette inégalité pour

déduire que d(f(z*),z*) = 0, ce qui démontre que x* est un point fixe de f. ]

Schéma de Newton

Posons
B={ueX :|ul| <1}, bB={ue X : |u| <5}

On suppose que ug € B et ®(ug) € B. Supposons de plus que les deux propriétés suivantes

sont vérifiées :

(1) 11 existe Cy > 0 telle que, pour tout u € 5B et pour tout v € X tel que u+ v € 5B,
19 (u + v) = @(u) — ' (w)o]| < Ci|lv]”.
(2) 11 existe Cy > 0 telle que, pour tout u € 58, I'application ®'(u) est inversible et

Yo e X, ||®w || <.

Nous allons montrer que si g := ||®(ug)|| est assez petit, alors la suite (u,),en définie par
Upp] = Up + Upy, Uy = _q)/(un>_1q)<un)7
est bien définie et de plus g, := ||®(u,)| converge vers 0. Pour cela, il suffit de montrer

par récurrence que

(Pi(n)) u, € 5B,
(P>(n)) en < (Azo)?" /A
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avec A = C,C%. On choisit alors gy assez petit (Agy < 1), et la suite (uy,)nen converge

vers une solution de ®(u) = 0.

Ces deux propriétés (P;) et (P,) sont vraies pour n = 0. Supposons qu’elles sont vraies

jusqu’au rang n.

Montrons (Py(n + 1)). L’hypothése (2) implique que
(1.6.1) [vall = || (un) "' (un)|| < Cacp

Comme

Upt1 = (Ung1 — Up) + -+ (U — ug) + up = vy + -+ - + V1 + Uy

on a ||uns1|| < Cod )k + |luoll donc la propriété (Pi(n + 1)) sera une conséquence

automatique des inégalités e, < (Ago)2" /A pour 0 < k < n si g est assez petit.
Il reste & démontrer (Py(n + 1)). Ecrivons
Oty + v) — P(n) — P (1) y = P(Ups1) — P(un) + ' (un) P (un) P (1) = P(Ups1).
Donc, 'hypothése (1) et (1.6.1) impliquent que
Ent = [|@(uns1)l| < Ot llonl|* < C103e;, = Ael.

L’hypothése de récurrence (Py(n)) entraine que

<A€0)2n+1 <A€0)2n+1
Ent1 < A 12 = A

ce qui démontre (Pa(n + 1)).

Pour conclure on déduit de (1.6.1) que (u,) est une suite de Cauchy.

1.7 Quatriéme illustration : inversion locale et Nash-

Moser

Dans cette section nous allons voir la démonstration du théoréme d’inversion locale dans
les espaces de Banach. Nous verrons ensuite une version simple du théoréme de Nash qui
est essentiellement une extension du théoréme d’inversion locale au cadre des espaces de
Fréchet.

1.7.1 Le théoréme des fonctions implicites usuel

Théoréme 1.38. Soit f: U — By une application C' d’un ouvert U d’un espace de

Banach By a valeurs dans un espace de Banach By. Si f'(xg) est un isomorphisme de
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By sur By alors f est un C difféormorphisme d’un voisinage de xy sur un voisinage de

f (o).

Démonstration. On commence par se ramener au cas By = By, xg = 0, f(xg) = xg et
f'(x¢) = I. Introduisons alors p(z) = x — f(z). La différentielle ¢’(0) de ¢ est nulle en 0
donc il existe 7 > 0 tel que B, est incluse dans U et tel que la norme de la différentielle de ¢
soit toujours inférieure a 1/2 sur cette boule. On introduit W = B,y et V = BN f~YW).
Montrons que f est bijective de V' dans W.

Surjectivité. On écrit I'équation y = f(z) sous la forme
r=h(z) avec h(z)=y+p(x)=x+y— f(z),
et on cherche un point fixe de h.

L’inégalité des accroissements finis implique que ¢ est 1/2-lipschitzienne sur B,. Ainsi
l¢(x)]] < /2 pour tout & € B,. Pour tout y € W = B, /5 on a ||y|| < r/2 donc h envoie
B, dans elle méme par I'inégalité triangulaire. De plus h, comme ¢, est 1/2-lipschitzienne.
Donc h admet un point fixe 2 dans B, (d’aprés le théoréme du point fixe). On vérifie que

x appartient a V.

Injectivité. Pour tout (x1,22) € V X V,

1 = wal| = [[o(21) + fa1) — @(22) = fla2)]| < % 1 = ol + [ f (1) — f(22)]]
don [lzy — w|| < 21 f (1) = flz2)]l

Régularité. D’abord on observe que f'(z) = I — ¢'(z) et ¢'(x) est de norme inférieure a
1/2 < 1. Donc f'(z) est d’inverse bornée, donnée par ) . (¢'(x))". On montre ensuite
que f~1 est différentiable et que sa différentielle est I'inverse de f'(f~'(x)). Comme f~!
est différentiable elle est continue et z — (f'(f~!(z)))~! est continue par composition de

fonctions continues. L]

De plus, on démontre que si f est injective et si pour tout x de U la différentielle f'(z) est
un isomorphisme bicontinu, alors f(U) est un ouvert et la bijection réciproque, de f(U)

dans U, est de classe C*.

Le théoréme d’inversion locale appliqué a la fonction F(x,y) = (z, f(x,y)) implique le

théoréme des fonctions implicites.

Théoréme 1.39. Soient By, By, By trois espaces de Banach, U un voisinage de (xq,yo)
dans By x By et f: U — By une application de classe C'. Supposons qu’il existe une
application linéaire continue A: By — By telle que f,(xo,y0)A = Ip,. Il existe alors
g € C! au voisinage de xo a valeurs dans By telle que f(z,g(x)) = f(zo,y0). Si de plus
[y est bijective, g est unique et f(x,y) = f(xo,y0) €quivaut a y = g(x) pour (z,y) voisin
de (o, Yo)-
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1.7.2 Le théoréme de Nash-Moser

(Cette section est assez subtile et peut-étre ignorée en premiére lecture.)

Nous commencons en donnant un contre exemple qui montre que le théoréme des fonctions

implicites n’est pas vrai dans un espace de Fréchet '

Considérons lopérateur P: C>°([—1,1]) — C*([—1, 1]) défini par

df
pr— —_— —_—
P(f)=f-= e
P est régulier, au moins au sens ot
DP ol - df dg

Pour f = 0 on a DP(0)g = g donc DP(0) = I. Comme P(0) = 0, si le théoréme
d’inversion locale était vrai, I'image de P devrait contenir un voisinage de 0. Montrons
que ce n'est pas le cas. Considérons la suite g, = 1/n + 2"/n! qui converge vers 0 dans
C*°([—1,1]). Nous allons montrer que g, n’appartient pas a I'image de P pour tout n > 1.
Plus généralement montrons que G,, = 1/n + b,x™ n’appartient pas a I'image de P pour
tout n > 1. Supposons que P(f) = 1/n + b,x" et considérons le développement en série
formelle de f :
[ =ao+ax+ax®+ -

alors
P(f) = ao+ (1 — ap)arz + (ag — a® — 2apaz)z* + (as — 3ayay — 3agaz)x® + - - -
peut s’écrire sous la forme P(f) = ag + ayz + - -+ + apa® + -+ avec
a; = (1 —ag)ay, o =(1—kao)a, + Qxla,...,a,_1) pour k > 2,

ou @y vérifie Q(0) = 0. Nécessairement ay = 1/n et donc ag # 1 si n > 1. Alors
(1 —ag)a; = 0 donc a; = 0. On montre alors par récurrence que ax = 0 pour k < n. Alors
a, = (1 —nagp)a, et donc a,, = 0 car ag = 1/n. 1l est donc impossible d’imposer «,, = b,
et donc de résoudre P(f) = 1/n + b,a™.

Remarque. Le probléme provient du fait que DP(f) peut étre non inversible pour f

arbitrairement petit. En effet

DP(1/n)z" = (1 — k/n)z"

1. Ce contre exemple est extrait de ’article de revue d’Hamilton au Bulletin de I’American Mathema-

tical Society, qui est un texte de référence sur le sujet.
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donc DP(1/n)z™ = 0. Méme si DP(0) est l'identité, DP(f) peut étre non inversible
pour f arbitrairement proche de 0. Dans les hypothéses du théoréme de Nash—Moser,
on supposera que la différentielle est inversible dans un voisinage du point considéré.
Notons le contraste avec le théoréme d’inversion locale qui assure que I'on peut résoudre

une équation non linéaire & partir de la résolution d’une seule équation linéaire.

Par soucis de simplicité, nous allons démontrer le théoréme de Nash-Moser dans le contexte
le plus simple et indiquerons des références qui démontrent le cas général. Nous allons
considérer une échelle d’espaces de Banach (X7, |||, )o>0. On pensera & ¢ comme étant
un parameétre mesurant la régularité d’'une fonction, c’est-a-dire le nombre de dérivées
que I'on controle dans une certaines norme (par exemple X* = C*(R) pour k € N). Nous
verrons dans ce cours plusieurs échelles d’espaces de Banach, la plus importante dans les

applications étant celle des espaces de Sobolev.

Définition. On dit qu’une famille a un parametre d’espaces de Banach (X7, |||, )o>0 est

une échelle d’espaces de Banach si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :
(P1) Pour tout 0 < o' <o < o0,

X¥CX7CX X’ X*:=()X,,
>0

et [|-llgr < -l

(P2) Il eziste une réqularisation : il existe une famille a un paramétre (S(N))y>1 d’opé-

rateurs linéaires régularisants S(N): X° — X tels que
NETOO |S(N)u—ull, =0, Yue X,
et, pour tout s,t > 0,
|lu— S(N)u||, < C(s,t)N " ||ul|
IS(N)ullyyy < C(s, )N JJull, -

s+t

s+t

Il est intéressant d’observer que sous cette seule hypothése on peut démontrer une inégalité

d’interpolation.

Lemme 1.40. Soit 0 < A\ < Ay et soit a € [0,1]. Il existe une constante A telle que,
pour tout u € X,,

lully < Aflul s, . A= (1= a@)d +ars.

Démonstration. Soit N > 0. On peut décomposer u sous la forme u = S(N)u+(I—S(N))u

et en déduire que
lully < ISV )ully + (1 = S(N))ully, < CNYJully, + ON-C Ju]], .

On obtient le résultat voulu en optimisant cette inégalité. O]
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Considérons une échelle d’espaces de Banach (X7) et une application u +— ®(u) de do-
maine de définition X™ pour un certain m > 0 et d’image contenue dans X°. Nous voulons
résoudre I’équation ®(u) = 0, en supposant que 1’on connaisse une bonne solution appro-
chée, c’est-a-dire un élément 1y € X tel que ®(ug) est suffisamment petit dans X* avec
k grand. La méthode de Nash-Moser est une élaboration du schéma de Newton qui permet
de résoudre I’équation ®(u) = 0 dans certaines situations ot I'inverse de ®’(0) n’est pas
bornée. Cette méthode construit une solution u de ®(u) = 0 comme la limite d’une suite
(Up )nen définie par
Upp1 = Un — S(NY)P (1) D (un),

ot S(N,) est un opérateur régularisant. L’idée est que la convergence trés rapide du

schéma permet de compenser le fait que I'inverse de ®’(u,,) n’est pas bornée.
L’hypothése principale est que ® est C? (ou CH* avec a > 0) et que I’équation linéarisée

liml(q)(u +tv) — ®(u)) = ¥ (u)v =g

t—0 ¢t

a des solutions approchées, non seulement pour u = 0 mais pour tout u dans un voisinage

de 0.

Hypothése 1.41. Dans toute la suite on fize m > 0 et consideére une fonction u — ®(u)
de domaine de définition X™ et d’image contenue dans X°. On suppose qu’il existe des
constantes K; > 1 (1<j<4)ett >0 telles que pour tout s > 0 les propriétés suivantes

sont vérifices.

condition C9) & : XsT™ 5 X5 et
(

(1.7.1) [P, < Ki(1+ flullyyy),  Vue X
(condition CH') &: XsT™ — X est differentiable et
(172) @I, < Kbl s Yarh € X,

et la partie quadratique
Qu,v') = (') — ®(u) — ' (u)[u’ — ]
est estimée par

(1.7.3) 1O(u, )|, < K ||u/ — ul|’ Vu,u' € X

s+m?

(Inversion de la différentielle avec perte de dérivée) Pour tout uw € X il existe un opéra-
teur linéaire L(u): X™ — X vérifiant

&' (u)(L(u)h) = h, Vhe X
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et tel que

(L.7.4) |L@hll, < Kb, . Vhe x>,

S+T77

Théoréme 1.42 (Nash). Soit so > m~+7. Si || P(0)]|
solution v € X*° de l’équation ®(u) = 0.

sor €St assez petit alors il existe une

Démonstration. Nous allons construire par récurrence une suite (uy,)en telle que

(1.7.6) [t 1 = unlly, < M

ot M, est une suite rapidemment croissante telle que M,, ;1 = M, pour un certain v > 1.
La seconde estimation implique que (u,)nen est une suite de Cauchy dans X* et donc
qu’elle converge. La premiére estimation et la continuité de ® entraine que la limite est
solution de ®(u) = 0.

En partant de uy = 0 nous définirons la suite (u,),en en résolvant, de fagcon approchée,
I’équation

D' (up) (tUns1 — up) + P(uy,) = 0.
Ce qui veut dire qu’a chaque étape on utilise un opérateur régularisant pour compenser

le fait que ®’(u) n’est pas inversible a cause d’une perte éventuelle de dérivée.

Soit 2 < Ny < N; < --- une suite rapidement croissante donnée par
" 3
N, :=exp(AX"), Npy1=NYX, x:= 2’

avec A assez grand qui dépend de m, 7, K, 59, que 'on choisira plus tard. On définit

U i = —L(up,)P(uy,)
Upt1 1= Up + S(Nn—i-l)vn
de sorte que u, € X* et ainsi ®(u,) € X pour tout n > 0. On veut estimer
en = || (un)|

sop—m °

Comme

nous avons

D(uny1) = P(un) + O (un) (Uns1 — Un) + Q(Un, Unt1)
= @(un)(I — S(Np1)) L(un) 2 (un) + Q(n, Unt1).
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Cette identité et les estimations

19" (un ) Poll -y < K2 [

so—m s0 !

19, s 1)l < K lJtn = wall3,

nous donnent

19 (i) gy < K2 1T = S(No1)) L) ()L, + K (1S (Noe1) L) @ () |

so °

Ainsi, pour tout 5 > 0,

1® (i) gy < ONGE L)@ ()15

so—m — n

2

+ ONZ (| L) @ (wn) gy
avec C' = C(B, sg,m, T, Ks, K3). Dans la suite nous noterons C' plusieurs constantes diffé-
rentes qui ne dépendent que de f3, so, m, 7, K;. Nous écrirons parfois simplement A < B
pour dire qu’il existe une constante C' qui ne dépend que de [, sy, m, T, K; telle que

A < CB. Notons que le paramétre 3 sera choisi en fonction de so, m, 7, Kj.

En utilisant Pestimation pour L(u,) nous trouvons ensuite que

Entl S anl Hq)(un)||so+ﬁ+7 + NngFQTgi-

L’idée est que la convergence super-rapide du schéma de Newton compense le facteur
NPT qui provient du caractére non borné de la dérivée de Fréchet et de son inverse.

Nous montrerons que si 3 et A\ sont assez grands alors le premier terme vérifie

(1.7.7) 1D (un) | < NP

so+p+7T —

de sorte que Nn_fl [P (un) 44 55~ tend vers O rapidement car N, /Ny tend vers 0 rapi-
dement. Nous démontrons (1.7.7) par récurrence sur n. Pour n = 0, la condition (1.7.7)

est que

(1.7.8) 12(0) < eV,

sot+p+T —

qui est vérifiée pour A assez grand car || ®(0) < K. Supposons maintenant (1.7.7)

HSOJrﬁJrT
est démontré au rang n — 1 avec n > 0. Comme

H(I)(u”)HSoJrBJrT < Kl(l + ”uanOJrﬁJrrer)
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I'inégalité triangulaire implique que

19 (un) g4 517 < K2 <1 T Z ke = uk_l”so+ﬂ+r+m>

< K, (1 + i ||S<Nk)L(uk—1)q)(uk—1)Hso+ﬁ+7+m>
<Kl +—j{j<7fvf+"‘HL<uk V() 1)

S+ Z N @ (k1) g pr
k=1

L’hypothése de récurrence entraine

1P ()l gyipir ST+ D NN

k=1
Puisque
N, N,,_ 1\
k+1 S n—1 S §27n’
Nn Nn Nn—l
nous avons

H(I)<un)Hso+B+T ~ (1 + n2- )N771-+mNT/f—l S CN?IerNT/f—l
Maintenant nous vérifions que, si A et [ sont assez grands,

X(T+m) )\ > log(C)

(1.7.9) B> x—1 ' T (x=-DB—x(m+r1)

alors
CNIFND | = Cexp(A(x7 + xm + B)X" ) < NZ = exp(\Bx").

Ce qui démontre (1.7.7).

Il suit que
Ent1 < CanlNB + CNETTQT .

n’

avec C' qui ne dépend que de 3, mT, so, K;. Si les inégalités suivantes sont vraies

x—1 2x log(C') log(C')
= B>v>—"—m+T1), A> . A> 7
\ P T o M (e V
alors on peut démontrer
en < N¥

pourvu que g < N, ”. Par définition de ¢( la derniére condition est vérifiée des que

12(0)],,, < €.

so—m —

Ce qui conclut la démonstration.
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Remarque. On peut autoriser les constances K, K5, K3, K; dans ’hypothése 1.41 &
dépendre de certaines normes de l'inconnue, a la condition que les estimations soient

douces au sens de la définition suivante. La définition suivante est celle d’Hamilton.

Définition. Soit F' un espace de Fréchet gradué et soit P: U C F — F une fonction. On

dit que P vérifie une estimation douce de degré r et de base b si

1P < CA+ (11l

pour tout f € U et tout n > b (avec une constante C' qui peut dépendre de n). On dit
que P est une application douce si P est définie sur un ensemble ouvert et est continue

et satisfait une estimation douce au voisinage de chaque point.

Exemple : 'application P: u — u? de C{°(R) dans lui-méme est douce. Notons C7 1'espace
des fonctions de classe C7 qui sont bornées ainsi que leurs dérivées d’ordre k < j. Il suffit
de montrer que pour tout j il existe une constante universelle K; telle que

< K lulleo [lulles -

2
1]l

Le fait remarquable est que le membre de droite est linéaire en ||ul|;. On dit que Iesti-

mation est douce. Cela provient de I'inégalité classique

sup [u?| < C (sup |u|)1_3 (sup |u| + sup |u(j)])§ .
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Chapitre 2

Théorémes de Baire et de Banach

2.1 Théoréme de Baire

Définition 2.1. On dit qu’un espace topologique est un espace de Baire si toute intersec-
tion dénombrable d’ouverts denses est un sous-ensemble dense. Il est équivalent de dire

que toute réunion dénombrable de fermés dintérieur vide est un ensemble d’intérieur vide.

Théoréme 2.2. (a) Tout espace métrique complet est un espace de Baire.

(b) Tout espace topologique localement compact est un espace de Baire.

Remarque. Considérons l'espace métrique (Q,d) ou d(x,y) = |z —y|. Comme Q est
dénombrable, on voit que QQ est une réunion dénombrable de singletons. Ces singletons
sont fermés car un espace métrique est toujours séparé, et que les singletons sont fermés
dans un espace séparé. Cependant la réunion, égale & Q, est d’intérieur non vide. Ceci
montre que (Q, d) n’est pas un espace de Baire. Le résultat peut donc étre faux dans un

espace métrique qui n’est pas complet.

Démonstration. Nous ne démontrons ici que le point (a) et laissons le point (b) en exercice.
Considérons un espace métrique X et une suite (£2,),en d’ouverts denses. Nous voulons
montrer que l'intersection €2 = N,en{2, est un sous-ensemble dense de X. Pour cela il faut
montrer que, pour tout ouvert V', I'intersection V' N2 est non-vide. Nous allons démontrer
cette propriété en construisant une suite de Cauchy, notée (x,)nen, qui convergera par

complétude vers un élément de V N €.

Pour définir le premier terme, nous utilisons le fait que 2y est dense pour déduire que
V N Qg est non-vide. Ce qui nous permet de choisir un point, noté zy, dans V N €.
Comme V N Qq est ouvert (intersection de deux ouverts), il existe py €]0,1] tel que
B(zg,po) C V N Q. En posant ry = py/2, on déduit que m C VN Q. Puis nous
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utilisons le fait que €y est dense pour déduire que B(xg,r9)N$2; est non vide. On en déduit
qu'il existe x; € B(xg,ro) N et un rayon p; €]0,1/2] tel que B(xy, p1) C B(xg,70) N Q2y.

En posant r = p1/2, il vient B(z1,71) C B(xo,70) N ;. Par récurrence, on construit une

suite (z,)nen de points de X et une suite de rayons (7, ),en telles que

1
B(xpi1,mn41) C B(@p,m0) N Ly, 0<r) < ——.
(Tn+1, Tnt1) (@n, ) +1 r ntl

Considérons un entier N et deux entiers n,p plus grands que N. Alors z,, et x, appar-

tiennent a la boule fermée B(xn_1,7n-1), et donc la distance entre z,, et x, est majorée

par 2ry_1, ce qui démontre que cette suite est de Cauchy. Elle converge vers un élément

x, qui appartient & B(zy_1,7ny_1) pour tout N. On en déduit que z appartient a V' N,

ce qui est le résultat voulu. O

Pour appliquer le théoréeme de Baire, nous verrons que l'idée est souvent de trouver une
représentation de l’espace tout entier comme une réunion dénombrable de fermés. On
obtiendra alors le résultat voulu en utilisant le fait que I'un de ces fermés est d’intérieur

non vide. Le résultat le plus simple a démontrer en utilisant ce principe est le suivant.

Proposition. Un espace de Banach est de dimension finie ou non dénombrable.

Démonstration. Soit E un espace de Banach admettant une base (e, )ner ot I est soit fini,
égal a {0,..., N} pour un certain NV, soit I = N. Notons FE,, I'espace vectoriel engendré
par (e;)o<i<n- Alors E, est un espace vectoriel de dimension finie et donc il est fermé.
Comme F est la réunion des ensembles E,,, le théoréme de Baire implique que I'un des
ensembles E,, notée E,, , est d’intérieur non vide. Alors E,,, contient une boule B(a,r).
Comme a € E,,, par translation, on peut se ramener au cas ot @ = 0. Mais alors, si
B(0,r) C E,,, par homogénéité, on voit que E,, contient n’importe quelle boule B(0, Nr)
avec N € N. Ce qui implique que E = F,,. n

Comme premier exemple d’application du théoréme de Baire, nous donnons le résultat
suivant qui a été a 'origine des travaux de Baire.

Théoréme 2.3. Soit X un espace de Baire et (Y,d) un espace métrique. Considérons
une suite de fonctions continues f,: X — Y qui converge simplement vers une fonction

f: X =Y. Alors [ est continue sur un ensemble dense.

Remarque. On peut en déduire que la fonction indicatrice de Q n’est pas limite simple
de fonctions continues. On peut en déduire (exercice) que la dérivée f' d’une fonction f

dérivable est continue sur un ensemble dense.

Esquisse de la démonstration. Etant donné deux entiers N, k € N*, on pose

A= () {z e X1d(fa@), fule)) <17k},

n,p>N
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Alors c’est une intersection d’ensembles fermés, par continuité, ce qui montre que Ay
est fermé. De plus, la convergence simple de la suite f,, implique que, pour tout k& € N*,
on a X = UnenAnk. Alors la réunion ), = Uyen- A;/,k des intérieurs est un ouvert dense
(exercice & partir du théoréme de Baire). De plus, on montre que f est continue en tout
point de Ngen+. O

Nous concluons cette section en donnant deux définitions associées au théoréme de Baire,

qui servent fréquemment lorsque 1’on cherche & caractériser la taille d’'un ensemble.

Définition 2.4. (a) On dit qu’une propriété est générique si elle est vérifiée au moins

pour tous les éléments d’une intersection dénombrable d’ouverts denses.

(b) On dit qu’'un ensemble est maigre au sens de Baire s’il est contenu dans une réunion

dénombrable de fermés d’intérieur vide.

Nous allons montrer qu’'un ensemble peut-étre maigre et pourtant étre de mesure pleine
(au sens ou le complémentaire est de mesure nulle). L’exemple que nous donnons corres-
pondant a un I’ensemble des nombres diophantiens, qui sont des nombres réels irrationnels

qui sont difficiles & approcher par des rationnels.

Définition. Considérons deux nombres réels K, v positifs. Un nombre irrationnel p est

de type (K, v) si pour tout rationnel p/q (q > 0) on a

p—-l>=
q

q
Un nombre irrationnel p est diophantien s’il est de type (K,v) pour un certain v > 2.

Proposition. L’ensemble des nombres irrationnels diophantiens est a la fois maigre au

sens de Baire est de mesure de Lebesque pleine.

Démonstration. Notons D I’ensemble des nombres diophantiens. Alors

1
D:{pER\EIrEN, dneN, Y(p,q) € ZxN": |p—p/q| > T}.
ng

On voit que D est une réunion dénombrable indéxée par r et n de fermés qui sont claire-
ment d’intérieur vide (car ces fermés ne peuvent pas contenir de rationnels). Ceci montre

que D est maigre au sens de Baire, par définition de cette propriété.

Pour montrer que le complémentaire de D est de mesure nulle, il suffit de montrer que

c’est le cas pour D N[0, 1]. Fixons v > 2 et introduisons
D, = {p €[0,1] : IK € R, V(p,q) € Z x N*/ |p — p/q| > K/q”}.
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Le complémentaire est

+Ooq}p K p K[
___’__i__ .
Qoq!lg) qg ¢ q g

On a

+oo g
U U}]—)—Ey,z—7+§u <ax S o)
S0t a g = q

pour v > 2. Donc le complémentaire de D, est une intersection indexée par K > 0
d’ensemble de mesure O(K). 1l est donc négligeable. O

2.2 Théoréme de Banach-Steinhaus

Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Rappelons que 'on note L(E, F) 'ensemble
des applications linéaires continues de E vers F. C’est un espace vectoriel, que I'on peut

munir d’'une norme

||T||£(E,F) = sup [|Tz|.

el p<1

Théoréme 2.5 (Banach-Steinhaus). Soient E un espace de Banach et F' un espace vec-
toriel normé. On considére une famille {Tp}aca (pas nécessairement dénombrable) d’ap-

plications linéaires continues de E dans F qui est simplement bornée, ce qui signifie que
Ve e E, sup|Tyz||p < +oo.
acA

Alors cette famille est bornée dans L(E, F) :

sup | 7ol o,y < +o00.

acA
Démonstration. Pour tout entier £ € N, introduisons

Ey={x € E| Va€ A, |Toz|p <k}

Par hypotheése, chaque élément x de F appartient a I'un de ces ensembles et donc F peut
s’écrire comme la réunion des ensembles Ej. De plus chaque ensemble Ej est fermé car
c’est une intersection de fermés (on a By, = Npea{r € E| || Toz||p < k} et les applications
x — || Toz|| - sont continues par continuité des applications 7). Comme la réunion des Ej,
est d’intérieur non vide, le théoréme de Baire implique que I'un au moins des ensembles
El, notons le Fy, est d’intérieur non vide. Supposons que B(a,r) C Ex et considérons
x € E avec x # 0. Alors I’élément y définit par

y=a+ ,

2|zl g
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appartient a la boule B(a, ). On obtient alors le résultat voulu en écrivant que

Ta(Q ||jf||E(y _ a))

ou l'on a d’abord utilisé I'inégalité triangulaire puis le fait que a et y appartiennent a

2|z 2K
E (| Tyl + [ Tatll ) < = el

<
F

(Tl = \

B(a,r) C Ex pour obtenir la seconde inégalité. O

Corollaire 2.6. Soient E et F deux espaces de Banach. Considérons une suite (T,)
d’applications linéaires continues qui converge simplement : pour tout x € E, la suite

(T,,x) converge vers une limite notée Tx. Alors T est une application linéaire continue.
Démonstration. Le fait que T est linéaire est évident. L’hypothése implique que

Ve e E, sup||T,z|p < +oo.
neN

Le théoréme de Banach-Steinhaus implique qu’il existe une constante C' telle que, pour
tout x € E, ||T,z|| < C||z||5. On peut passer a la limite dans cette inégalité pour obtenir

que ||Tz| . < C||lz| 5, ce qui démontre que T est continue. O

2.3 Théorémes de I’application ouverte et du graphe

fermé

Théoréme 2.7. Soient E et F' deux espaces de Banach et T: E — F wune application

linéaire continue, bijective de E vers F. Alors l'application réciproque est continue.

Démonstration. Nous devons montrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout y
dans F',
1Ty, < Cllylle-

Par linéarité, ceci est équivalent & montrer que
T-'(Br(0,1)) C Bg(0,C).

Or, comme T est bijective, on a T(T‘l(BF(O, 1))) = Bp(0,1). Aussi, il nous suffit de
démontrer qu'il existe C' > 0 telle que Br(0,1) C T(Bg(0,C)). Il est bien sir équivalent

de montrer qu’il existe 6 > 0 tel que

(2.3.1) Br(0,8) € T(Bs(0,1)).

Pour obtenir ce résultat, nous utiliserons le théoréme de Baire ainsi que le lemme suivant.
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Lemme 2.8. Si il existe une constante ¢ > 0 telle que Bp(0,c¢) C T(Bg(0,1)), alors

Démonstration. Soit y € Brp(0,c). Alors y appartient a T'(Bg(0,1)). Par conséquent, il
existe yy € T(Bg(0,1)) tel que ||y — yol| < ¢/2. Par homogénéité, I'hypothése du lemme
implique que Br(0,¢/2) C T(Bg(0,1/2)). On peut donc trouver y; € T(Bg(0,1/2)) tel

que [y —yo — 1| < ¢/4. En procédant par récurrence, on définit une suite (y,,) telle que
yn € T(Bp(0.270)) et [y —yo— - —yull, <27 e

Soit x,, € Bg(0,27") tel que vy, = T'z,. Comme ||z,|, < 27", la série ) z,, converge
normalement et donc converge car I est un espace de Banach. La limite de cette série,
notée z, est de norme strictement plus petite que 2 et vérifie y = Tz. On a montré que
Br(0,¢) C T(Bg(0,2)), ce qui implique le résultat voulu par linéarité. ]

D’aprés ce qui précede, pour conclure la démonstration, il reste uniquement & montrer
quil existe ¢ > 0 telle que Br(0,¢) C T(Bg(0,2)); on obtient alors le résultat voulu
(2.3.1) avec 6 = ¢/4. Pour cela nous allons appliquer le théoréme de Baire avec la suite
de fermés F), définis par F, = m Alors on a
F=|]JF.
neN

Le théoréeme de Baire implique que 1'un des fermés est d’intérieur non vide. Comme
F, = nT(Bg(0,1)), on en déduit qu’il existe un élément 3y € F et un nombre ¢ positif
tels que Bp(yo, ) C T(Bg(0,1)). Par symétrie, —y, appartient aussi a T'(Bg(0, 1)). Il suit
que Br(0,¢) € T(Bg(0,2)). Ce qui conclut la démonstration du théoréme. O

Corollaire 2.9 (Equivalence des normes). Soit E un espace vectoriel muni de deuz
normes ||-||; et |||l,- On suppose que E est un espace de Banach pour ces deux normes.

Supposons de plus qu’il existe une constante C' telle que
Ve e B, |z|l, < Clz|l,.
Alors il existe une constante C' telle que,
Vee E, |z|l, <C"|z|, .

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoréme de I'isomorphisme de Banach a I'appli-
cation identité, de (E, ||-||,) dans (E, ||-]|,)- O

Définition 2.10. Considérons deux espaces vectoriel normés E et F' et une application
linéaire T: E — F. Par définition, le graphe de T est le sous-ensemble noté G(T) de
E x F défini par

G(T) ={(z,y) € Ex F|y="Txz}.
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Théoréme 2.11 (Théoréme du graphe fermé). Soient E et F' deux espaces de Banach
et T: E — F une application linéaire. Alors T est continue si et seulement si son graphe
est fermé dans E x F.

Démonstration. Supposons que T est continue. Alors G(7') est un ensemble fermé. En
effet, si (x,y) appartient a ’adhérence de G(T'), alors il existe une suite (z,) qui converge
vers x et telle que T'z,, converge vers y. Par continuité on a y = Tz et donc (z,y) € G(T)).
Ce qui démontre que G(T) = G(T).

Il reste a démontrer que si le graphe de T est fermé, alors T' est continue. Pour cela,

introduisons lapplication N: E — [0, +oo[ définie par
N(z) = |lzllg + [Tzl

Alors on vérifie facilement que c’est une norme sur E. Montrons que F, muni de cette
nouvelle norme, est un espace de Banach. Considérons une suite de Cauchy (x,,)nen pour
la norme N. Alors (z,)nen est une suite de Cauchy dans (E, ||| z) et (Tz,)nen est une
suite de Cauchy dans (F, ||| ). Donc il existe x € E et y € F tels que ||z, — x|/, et
| Tz, — y||» convergent vers 0 quand n tend vers +oo. Comme le graphe de T" est fermé
par hypothése, on en déduit que y = Tx. Ceci démontre que N(z, — ) tend vers 0, et

donc E est un espace de Banach pour la norme N.

L’application identité de (£, N(-)) dans (E, ||-|| ;) est continue car, par définition de N, on
a ||z||z < N(x). De plus Iidentité est trivialement bijective. Le théoréme de ’application
ouverte implique que sa réciproque est aussi continue. Cela entraine l’existence d’une
constante C' telle que N(z) < C'||z| 5 pour tout z dans E. Ce qui, par définition de
N, implique que ||[T'z||, < C||z| 5. Ceci démontre que T est continue, ce qui conclut la

démonstration. O

2.4 Exemples d’applications

Proposition 2.12. Soient X un espace topologique compact. Toutes les normes sur

CY%(X) qui rendent C°(X) complet et entrainent la convergence simple sont équivalentes.

Démonstration. Soit ||-|]| une norme qui rend C°(X) complet et qui entraine la convergence
simple. On note F le couple (C°(X),||||) et A, I'application linéaire de E vers R définie

par
As(f) = fl=).

Démontrons que pour tout x dans F l'application A, est continue. En effet, si || f,||

converge vers 0 quand n tend vers +o00, alors par hypothése on a également convergence
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simple, donc f,(z) converge aussi vers 0, et par définition de A,,, ceci implique que la suite
(A(fn)) converge vers 0.

La famile F := { A, | x € X } est simplement borné. En effet, pour tout = dans X et tout
f appartenant a F,

[Aa(f) = [f(2)] < sup|f(y)] < oo,

yeX

ou l'on a utilisé le fait que f(X) est un compact de R pour obtenir la derniére majoration.

Ainsi le théoréeme de Banach-Steinhaus assure que la famille F est uniformément bornée
dans l'espace des applications linéaires continues de E vers R. Ce qui ce traduit par

I’existence d’une constante C' telle que :
Ve e X, Vf€ B, |f(2)] =A:()| < Al gy IFIT S CNAN

Et donc,
[flloe =sup[f(y)| < Cf]l.
yeX

On compléte la démonstration en utilisant la complétude de E et le corollaire du théo-
réme de 'application ouverte qui énonce que deux normes sur un espace de Banach sont

équivalentes dés que I'une domine l'autre. O

Le résultat suivant est trés utile. Il montre que toute inclusion entre deux sous-espaces

1

vectoriels complets contintiment inclus dans L;,,

() est en fait une inclusion continue (au

sens ol I'injection canonique est continue).

Proposition 2.13. Soit Q2 un ouvert de R™ et soient E et F' deux sous-espaces vectoriels
de lespace L}, .(Q). On suppose que E et F' sont munis respectivement de normes || ||,

| |z qui les rendent complets et telles que toute suite (f,) convergente vers 0 pour || || 5

1

(resp. pour || ||) converge vers 0 dans Ly,

(Q) au sens suivant : pour tout p € C§°(£2),

/fn(:c)ga(x)dx — 0.

n——+00

Alors, si E C F, il existe C > 0 telle que ||u|| < C'||u||g pour tout u € E.

Démonstration. A faire en exercice en utilisant le théoréme du graphe fermé. O
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Chapitre 3

Analyse Hilbertienne

3.1 Introduction aux espaces de Hilbert

Dans toute cette section, K désignera soit R soit C et nous noterons z le complexe conju-
gué de z. Nous souhaitons considérer des espaces de Hilbert réels ou complexes et nous
rédigerons les définitions et les démonstrations de sorte qu’elles s’appliquent aussi bien au

cas réel qu’au cas complexe.

3.1.1 Produit scalaire

Considérons un K-espace vectoriel H. Par définition, un produit scalaire est une applica-
tion de H x H dans K, notée (-, ), telle que, pour tout z,y,z € H et tout A\, u € K|

(a) (z,z) > 0 avec égalité si et seulement si z = 0;

(b) (z,y) = (y,2);

() (A +py,z) = Az, 2) + uly, 2)-

De (b) et (c) on déduit que (z, Az + puy) = Mz, z) + (2, y).

(
(z,

Si K = R, alors bien str (y,z) = (y, ) et de méme A = \ (comme nous I’avons mentionné,
nous rédigeons les définitions et les démonstrations de sorte qu’elles s’appliquent aussi bien

au cas réel qu'au cas complexe).

Théoréme 3.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Supposons que (-, -) est un produit scalaire
sur H. Pour tout x,y € H,

[(z,9)| < vV (2, 2)\/ (y,9)-

Démonstration. Etant donné un élément quelconque x de H, nous noterons ||z|| = +/(z, ).
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Soient A € K de module 1 et z,y deux éléments de H. On vérifie que
2 21112
0.< || iyl = Allelly||” = 221l = lall Iyl (@, 29) = O, )
=2 all Iyl (1o 1yl - Re(z, Ap)).
Puis on choisit A de sorte que Re(z, \y) = |(x,y)], ce qui implique le résultat voulu. [

Corollaire 3.2. Supposons que (-,-) est un produit scalaire sur H. Alors lapplication
-]l - H — [0, +o00] définie par ||z|| = \/(z,z) est une norme sur H. On appelle cette
norme la norme induite par le produit scalaire. De plus cette norme vérifie ['identité dite

du parallélogramme : pour tout x,y dans H, on a
(3.1.1) lz + ylI* + llz — ylI* = 2 |=]|* + 2 ly]* .

Démonstration. On a directement que ||z|| = 0 si et seulement si x = 0 et que ||A\z| =
IA| [|z]| pour tout A € K et tout x € H. Il reste a vérifier I'inégalité triangulaire. Pour cela

on écrit que
2 2 2 2 2
lz +yllI° = (z+y, 2+y) = =" +ylI*+2Re(z,y) < lz*+lyllF+2 2]yl = (l=ll+yl)?,
d'ott ||z +y| < ||z| + |ly||. L’identité (3.1.1) s’obtient directement en écrivant que
lz +yl* + llz = yl* = (@ + g0 +y) + (@ — y.o —y),

puis en développant le membre de droite. O

Remarquons que le produit scalaire est continu de (H, ||-||) dans K. Cela se déduit direc-

tement de l'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Définition 3.3. Par définition, un espace de Hilbert est un K-espace vectoriel, muni d’un

produit scalaire (-,-), qui est complet pour la norme associée (définie par ||z|| = /(x,x)).

Proposition 3.4. Considérons un espace de Hilbert H. Toute partie A C H qui est

conveze et fermée admet un unique élément de norme minimale.

Démonstration. Considérons une suite (z,) d’éléments de A telle que ||z,,|| converge vers
0 = infyeq||z]]. Comme A est convexe, pour tout entiers m,m, le milieu (x, + x,,)/2

appartient & A et donc |[(x, + 2,,)/2|| > §. L’identité du parallélogramme implique que
1 1
2 2 2 2 2
1(@n = @) /2117 + 0% < [l = 2m) /27 + (20 + @) 207 = 5 lzall” + 5 llom ]

Le membre de droite de 'inégalité converge vers 62 quand n et m tendent vers +oo.
On en déduit que limy, m—to00 [|Tn — || = 0. Ainsi (z,,) est une suite de Cauchy, qui
converge par complétude de H. La limite appartient & A car A est fermée. Ceci démontre
Iexistence d’un élément de norme minimale, et 'unicité se déduit & nouveau de l'identité

du parallélogramme. O
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3.1.2 Orthogonalité

Soit H un espace de Hilbert. On dit que deux vecteurs x, y sont orthogonaux si (z,y) = 0.
On note alors x L y. On note {z}* I'ensemble des vecteurs qui sont orthogonaux a z.

Plus généralement, si F' est un sous-espace quelconque de H, on pose
Ft={z e H|VEF, (v,y) =0}

C’est un sous-espace vectoriel fermé. De plus, de la continuité de y — (x,y) on déduit
facilement que F+ = (F)*.

Théoréme 3.5. i) Soit F' un sous-espace fermé de H. Il existe une application linéaire
Pp: H — F telle que ||x — Pp(z)|| = dist(z, F) = infep ||z — y||.

ii) On a v — Pp(z) € F*.
Démonstration. i) Soit x € H. Notons A, = F — {a} = {y — x|y € F}. Alors A, est un

ensemble convexe. La proposition 3.4 implique qu’il existe un unique vecteur z € A, de

norme minimale. On défini Pr(x) par Pr(z) = 2 + x, de sorte que Pp(z) € F et

|z — Pp(z)|| = ||2[| = inf |ly — 2| = dist(z, F).
yeF

i1) Soit y € F non nul. Nous voulons montrer que  — Pp(z) est orthogonal a y. Pour cela
considérons A € K (& choisir ultérieurement) et écrivons que, par définition de Pp(z) via

un argument de minimisation,

|1Pe(a) =2 = My||* > || Pe(z) — .
En développant le membre de gauche, on en déduit que

A” llyll* — 2 Re(Pr(e) — 2, Ay) = 0.

On choisit ensuite A # 0 de sorte que |A]” [|y||* =2 Re(Pp(z)—x, A\y) = — || |(Pr(z) — z,y)|
(on vérifiera facilement que c’est possible) pour en déduire que |(Pp(z) — z,y)| = 0 ce qui
implique que y est orthogonal & Pr(z) — x. O
Corollaire 3.6. i) Si F' est un sous-espace fermé, alors H = F @ F*.
ii) Si F est un sous-espace vectoriel quelconque de H, alors (F*)* = F.
i11) Soit F' C H un sous-espace vectoriel quelconque. Alors F' est dense si et seulement si
F+={0}.
Théoréme 3.7 (Théoréme de Riesz-Fréchet). Soient H un espace de Hilbert et H' son
dual topologique. Pour tout ¢ € H', il existe un unique f € H tel que

voeH, (o) = (v, f).
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Démonstration. Etant donné f € H, on note ©y: H — K lapplication définie par
O(v) = (v, f). L'inégalité de Cauchy-Schwarz implique que |©¢(v)| = |(v, f)| < [|v|[ || f]]
ce qui montre que O est une forme linéaire continue sur H. Soit ¢ € H'. On veut montrer
qu’il existe v € H tel que ¢ = ©¢. Si ¢ = 0 alors le résultat est trivialement vérifié avec
f=0.

Supposons que ¢ # 0 et introduisons F' = ker o, qui est un sous-espace fermé par conti-
nuité de ¢. Le corollaire précédent implique que H = F @ F+. Montrons que F* est
de dimension 1. Pour cela considérons deux vecteurs x,y non nuls dans F-+. Comme
FnNFt = {0} et que x # 0 par hypothése, on a x ¢ F = kery ce qui implique que
() # 0. On peut alors écrire que

w(y—%x) =0,

ce qui implique que le vecteur y — oW appartient a ker ¢ = F'. Par ailleurs ce vecteur

o(x)
appartient & F'= car x et y sont dans le sous-espace F'*. En réutilisant que F'N F+ = {0},

on en déduit que ce vecteur est nul, ce qui prouve que F+ est de dimension 1.

Pour démontrer qu’il existe f € F*= tel que ¢ = Oy, il reste juste a choisir f dans F'* tel
que (f) = ||f|I°. En effet, avec ce choix, ¢ et ©; sont nulles donc coincident sur F. Et
par ailleurs ces deux applications coincident aussi sur F* car elles sont égales au point
f € F* et que F* est de dimension 1. Alors ¢ = Oy sur H = F & F*. O

Définition 3.8. Considérons une suite (x,) d’éléments d’un espace de Hilbert H. On
dit que cette suite converge faiblement vers x € H si, pour toute forme linéaire continue
p€H' ona

ngrfoo o(x, —x)=0.

D’aprés le théoreme précédent, il est équivalent de dire que (x,,) converge faiblement vers

x si, pour tout y € H, on a

lim (y,x,) = (y,x).

n—-+o0o

On note alors x,, — x.

La convergence forte implique la convergence faible :

lim ||z, —z||=0 = =x,—x.
n—+400

Par ailleurs, le théoréme de Banach-Steinhaus implique toute suite faiblement convergente

est bornée.

Les deux résultats qui vont suivre expliquent l'intérét fondamental de la convergence
faible : il y a des suites qui admettent des sous-suites faiblement convergentes alors qu’elles

n’admettent aucune sous-suite fortement convergente.
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Proposition 3.9. Considérons un espace vectoriel H de dimension infinie qui est muni
d’un produit scalaire (on dit que H est un espace pré-hilbertien). Alors la boule unité

fermée n’est pas compacte.

Démonstration. Nous rappellerons ci-dessous le principe d’orthonormalisation qui permet
ici de construire une suite d’éléments (e,,) de H telle que (e, e,,) = 1 si n = m et 0 sinon.
Alors, si n # m, on a |le, — eml® = llenll” + lleml” = 2. Cette suite ne peut donc pas

admettre une sous-suite qui soit de Cauchy. O]

Théoréme 3.10. Soit H un espace de Hilbert. Alors, toute suite (x,),>0 bornée d’élé-

ments de H posséde une sous-suite faiblement convergente.

Démonstration. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, la suite de terme général (zg, z,)
est bornée dans K et donc elle admet une sous-suite convergente. En réutilisant cet argu-
ment, on construit une suite de fonctions ¢;: N — N strictement croissantes telles que,

pour tout k£ € N, la suite ((xk, xwo...wk(n)) converge dans K.

neN
On pose Yp, = Ty 0.0p,(n) €6 0N va montrer que cette sous-suite converge faiblement. Par
linéarité, pour tout v dans l'espace vectoriel E engendré par {z, : n € N}, la suite de
terme général (v, y,) converge vers un élément U(v) de K. On vérifie que U est une forme
linéaire sur £ a valeurs dans K, qui est bornée car |(v,y,)| < M ||v|| ot M = sup ||z, ]|.
L’espace £ muni du produit scalaire de H est un espace de Hilbert, ce qui nous permet
d’utiliser le théoréme de représentation de Riesz dans cet espace pour conclure qu'’il existe
z € E tel que U(v) = lim(v, y,) = (v,z) pour tout v € E.

Par ailleurs, si v € Fl, alors v € E+ d’ou (v,%,) = 0. Donc, pour tout v € E@El, on a

lim (v,y,) = (v, z).

n—-+o0o

Comme FE est fermé, on a H = E® E et ce qui précéde montre que la sous-suite (y,)

converge vers x faiblement. n

3.2 Bases hilbertiennes

Une suite (e, )nen d’éléments d’'un espace de Hilbert H est appelée un systéme orthonormal
si et seulement si
(en,em) = 0" Vn,m € N,

ot 0, vaut 1 si n =m et 0 sinon.

Proposition 3.11. Soit H un espace vectoriel muni d’un produit scalaire. Considérons

une famille finie ou dénombrable (un)ner de vecteurs linéairement indépendants. Alors il
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existe un systéme orthonormal (e,)ner tel que, pour tout N € N,
Vect{ey,...,en} = Vect{ug, ..., un}.

Démonstration. On pose ey = ug/ ||up|| et on définit les éléments suivants par récurrence,

de sorte que
en = Un/ |Unll 00 vy = up — (Un,e0)e0 =+ — (Un, €n1)€n1.
On vérifie en effet que e, est orthogonal a Vect{ey, ..., e, 1}. O

Lemme 3.12 (Inégalité de Bessel). Considérons un systéme orthonormal (e,)nen €t f

un élément de H. Alors

(Fea)l” < NI

K

i
o

N
Démonstration. Posons Sy f = Z(f, en)én. On a
n=0

N
||SNf||2: Z (f en) (f €ny) enwem Z| (f, en 2'
Ognl,nQSN n=0

On en déduit que

N

N
(f.Snf) = Z(f, fren)en) = > _(fren)l* = ISn S
n=0

L inégalité de Cauchy-Schwarz entraine que || Sy f||* < ||| 11Sv || Aot [|Sy £l < If]. O

Théoréme 3.13. Considérons un espace de Hilbert H. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

i) l’espace vectoriel engendré par les {e,} est dense dans H.
+o0

ii) Pour tout f € H, |fI* = _|(f,en)|”
n=0

i1i) Pour tout f € H, la série Z(f, en)en converge vers f.
i) Si f € H vérifie (f,e,) =0 pour tout n € N alors f = 0.

Démonstration. Les implications iii) = i) et ii) = iv) sont triviales. Démontrons que
i) = iii). Pour cela on utilise I'identité déja vue (f, Sy f) = ||Sn f||* pour déduire que

If = SnfI? = 11>+ I1SnFII? = 2Re(f, Swf) = IFI* = 1Sn fI1,
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ce qui implique

N 2 N
2 2
(321) Hf—Z(f, enlen|| = IF17 =3 I(fen)l
n=0 n=0
N N
Cela entraine que f — Z(f, en)en, converge vers 0 si Z |(f,en)|” converge vers || f||>.
n=0 n=0
N
Considérons l'implication i) = ii). Posons comme précédemment Sy f = Z( fren)en et
n=0

rappelons que ||Syf|| < ||f]| pour tout f € H. Soit E l'espace vectoriel engendré par
{€n}nen. Soit € > 0 et soit f* € E tel que ||f — f'|| < e. Pour N assez grand on a
Sy f' = f'. Par ailleurs

ISnf = Snfill = ISn(f = I <If = fll <e,

donc
ISnf = fIl S ISnf = Snfll+ISnf = Il +11f = fll <e+0+¢

donc (f — Sy f) converge vers 0. Maintenant on peut passer a la limite dans (3.2.1) et on

+oo
obtient ||f* = Z I(f,en)|’, ce qui conclut la démonstration de 1) = i7).
n=0

Montrons que iv) = i) (c’est ici que l'on utilise le fait que H est complet). Posons

an = (f,en) et f, =>"_ aye,. L’inégalité de Bessel entraine que (a,) € ¢*. Maintenant,

pourm > pona | fm — ol = D et |a,,|” et donc la suite (f,) est de Cauchy et converge

vers un élément noté f’. Mais alors (en considérant les sommes partielles et en passant
a la limite) on trouve que (f’,e,) = a, pour tout n, ce qui entraine que (f — f’;e,) =0

pour tout n. On en déduit que f =3 °  aye,, ce qui conclut la démonstration. O
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Chapitre 4

Dualité (a rédiger)

4.1 Théoréme de Hahn-Banach (& rédiger)

Théoréme 4.1 (Forme analytique).

Corollaire 4.2. Soit E un espace vectoriel normé sur R et considérons un élément non

nul w dans E. Alors il existe une forme linéaire continue { € E* telle que ||¢]] = 1 et
l(u) = ||u||z. En particulier,
lullp =" sup  [€(u)].
e, |t]=1

De plus Uapplication J: E — (E*)* définie par J(u)({) = (u) est une isométrie de E
dans E**.

Corollaire 4.3. Soit E un espace vectoriel normé réel. Soit F' un sous-espace vectoriel
de E et ¢ une forme linéaire continue sur F. Alors il existe (€ B qui prolonge ¢ et telle
que

sup ‘Z(:z:ﬂ = sup |l(x)].

)l <1 z€F ||z p<1
Corollaire 4.4. Soit E un espace vectoriel normé sur R et F un sous-espace vectoriel
fermé. Considérons un élément u de E n’appartenant pas a F'. Alors il existe une forme

linéaire continue ¢ € E* qui s’annule sur F' et telle que ¢(u) = 1.

Corollaire 4.5. Soit E un espace vectoriel normé sur R et F' un sous-espace vectoriel.
Alors F est dense dans E si et seulement si la seule forme linéaire continue qui s’annule

sur F est la forme nulle.

Théoréme 4.6 (Hann-Banach forme géométrique). Soit E un espace vectoriel normé réel

et A, B deux sous-ensembles convexes, non vides et disjoints.
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i) On suppose que A est ouvert. Alors il existe un hyperplan affine fermé qui sépare A
et B au sens large. Cela signifie qu’il existe une forme linéaire f: E — R continue non

nulle telle que
sup f < inf f.
A B

i1) On suppose que A est fermé et B est compact. Alors il existe un hyperplan affine fermé
qui sépare A et B au sens strict. Cela signifie qu’il existe une forme linéaire f: E — R

continue non nulle telle que
sgp f< ngf f.
4.2 Topologies faibles

Dans tout ce chapitre, (E, ||-|| ;) désigne un espace de Banach réel. On note E* le dual

topologique qui est I’ensemble des formes linéaires f: F — R continues. Rappelons que

E* est muni de la norme |[[f||5. = supy, < [f(2)] et que c’est un espace de Banach
pour cette norme (en fait, £* est un espace de Banach pour tout espace normé F; la

complétude de E* provient du fait que R est complet).

Nous allons nous intéresser a deux topologies sur F et E*, appelées respectivement to-
pologie faible et topologie faible-x. Notre but est de présenter la version la plus simple
de cette théorie. Ainsi nous allons considérer un point de vue séquentiel (ou l'on s’inté-
resse a la convergence des suites). Néanmoins, afin d’étre complet et pour permettre de
revoir des notions de topologie, nous décrirons dans cette introduction comment définir

ces topologies a l'aide de la notion de topologie engendrée.

Considérons un ensemble X et une collection {73}sep de topologies sur X. C’est-a-dire
que, pour tout 8 € B, T est une collection de sous-ensembles de X vérifiant les trois

propriétés suivantes :
(i) T3 contient 'ensemble vide et 'ensemble X,
ii) toute union d’éléments de 73 appartient a 73,
B B
iii) toute intersection finie d’éléments de T3 appartient a 73.
B B

Notons 7 = NgepTp. On vérifie que T est une topologie sur X. Cette remarque permet
de définir la topologie engendrée par une collection de parties de X de la fagon suivante :
pour tout .«# C P(X), considérons I'ensemble Top(«?) des topologies sur X qui contienne
</ , alors la topologie engendrée par 7, notée 7T, est définie par T,y = Nyerop()T - Cette
notion est bien défini car Top(«/) est non vide pour tout &/ C P(X). En effet, P(X)
est une topologie sur X donc P(X) € Top(«/) pour tout &/ C P(X). Il suit directement

de cette définition que 7., est la topologie la moins fine contenant <7 (ce qui veut dire
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que c’est la plus petite topologie au sens de Iinclusion). Dans le chapitre de topologie,
nous avons vu que 7, est constituée de I'ensemble vide, de X et de toutes les réunions

d’intersections finies d’éléments de 7.

La notion de topologie engendrée permet de définir la notion de topologie engendrée
par une famille d’applications. C’est la topologie la moins fine (la plus petite) qui rende
continue une famille d’applications données. Précisément, considérons un ensemble X et
F ={fa: X = Y}aeca une famille d’applications de X vers un espace topologique ) dont
la topologie est notée Ty. Par définition, la topologie engendrée par F sur X est égale a

la topologie engendrée T, par la collection
o = {fo?l(Ua) ‘ o€ AaUa 6737}
Définition 4.7. Considérons un espace vectoriel normé E. Notons E* le dual topologique
de E et E** le dual topologique de E*.
i) La topologie faible sur E, notée o(E, E*), est la topologie engendré par E*.
ii) La topologie faible sur E*, notée o(E*, E**), est la topologie engendré par E**.

iii) Etant donné x € E, notons J, la forme linéaire de E* dans K définie par J.(f) =
f(z). La topologie faible-x sur E*, notée o(E*, E), est la topologie engendrée par la
famille F = {J, |z € E}.

Définition 4.8. Considérons un espace vectoriel normé E. Alors E est réflexif si et

seulement si Uapplication J: x — J, est un isomorphisme de E vers E** = (E*)*.

Remarque. i) Comme le dual d’un espace vectoriel normé est toujours complet, un

espace réflexif est nécessairement un espace de Banach.

i1) Notons qu'’il existe un espace de Banach qui est isomorphe & son bi-dual sans étre
réflexif (contre-exemple dii & James). Ceci montre que pour définir la réflexivité, il faut

faire intervenir ’application J ci-dessus.

Etant donné deux topologies 7; et 75 sur un méme ensemble X, rappelons que 'on dit
que 7T est plus fine que 77 si 7; C 7Ts. Il suit directement de la définition des topologies

faibles que 1’on a les comparaisons suivantes.

Proposition 4.9. Soit E un espace vectoriel normé. La topologie faible est moins fine que

la topologie forte et la topologie faible-x est moins fine que la topologie faible, c’est-a-dire
O(E7E*) CT(H“E)? U(E*7E) CO_(E*aE**)v

ot l'on a noté T (||-||z) la topologie induite sur E par la structure d’espace normé.

Remarque. En général, les topologies o(E*, E**) et o(E*, E) sont différentes.
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Proposition 4.10. La topologie faible o(E, E*) est séparée.

Démonstration. Considérons x,y dans E avec x # y. Comme {z} est fermé et {y} est
compact, d’apres le corollaire du théoreme de Hahn-Banach géométrique, il existe une
forme linéaire continue f € E* telle que f(z) < f(y). On pose h = (f(z) + f(y))/2 et
on introduit U = f~(] — oo, h[) et V = f~!(]h,400]). Par définition de la topologie
faible, ceux sont deux ouverts faibles. Ils sont disjoints et on a par construction x € U et
yeV. O

4.3 Exemple : le cas des espaces de Lebesgue

Nous avons déja vu que tout espace de Hilbert peut étre identifié a son dual. Rappelons

I’énoncé du théoréme 3.7.

Théoréme 4.11. Considérons un espace de Hilbert H muni du produit scalaire (-,-). Pour

toute forme linéaire continue ¢ € H*, il existe un unique g € H tel que

Yu € H, o(u) = (u, g).

L’exemple fondamental est celui de I'espace L?(2). Dans ce cas, le résultat précédent

implique que pour toute forme linéaire continue sur L*(Q), il existe f € L*() telle que
Vue IXQ), o) = / F@)ul(z) da.
Q

Le théoréme suivant est un résultat général, fondamental, que 'on admet. Il généralise la

discussion précédente aux espaces de Lebesgue LP(2) pour tout exposant p dans [1, +o0].

Théoréme 4.12. Soit Q un ouvert de R". Soit 1 < p < +oo et p' = p/(p—1) l'exposant
conjugué de p. Pour toute forme linéaire continue A: LP()) — R, il existe un unique
élément f € LP(Q) tel que, pour tout u € LP(R),

A(u):/ﬂf(:v)u(as)da:.

De plus HA”(Lp)* = [|fll -

Remarque. i) On en déduit que application f — ©; définie par Oy(u) = [, fudz est
une isométrie bijective de L (Q) dans (LP(2))*. Ceci implique que LP(2) est un espace
de Banach réflexif. De plus cet espace est séparable.

i1) Ce résultat reste vrai si on remplace 2 muni de la mesure de Lebesgue par un espace

mesuré (X, p) qui est o-fini (c’est-a-dire que X peut s’écrire comme la réunion d’une suite

dénombrable d’ensembles de mesure finie).
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Notons que le théoréme précédent montre que L>(£2) est le dual de L'(Q).

Proposition 4.13. Si f € L'(R), alors ©; est une forme linéaire continue sur L>(R), ce
qui implique que L'(R) C (L>°(R))*. Mais (L=(R))* est strictement plus gros que L'(R).

Démonstration. Le premier point se montre directement. Pour démontrer que (L*°(R))*

est strictement plus gros que L'(R), introduisons le sous-espace
F = {u € C°(R) | u est bornée sur R et u admet une limite en —l—oo}.

Introduisons aussi U'application linéaire ¢: V' — R définie par ¢(u) = lim,;,u. On a
[l(w)] < [lul| poc(ry, et donc on peut utiliser le théorérrie de Hahn-Banach sous forme
analytique pour étendre ¢ en une forme linéaire continue ¢ sur L>°(R). Supposons que I'on
puisse écrire { = © s avec f € L'(R) et montrons que l'on obtient alors une absurdité.
Pour cela, donnons nous maintenant une fonction £ € R et € > 0. Alors les fonctions
cos(z€) exp(—ez?) et sin(—xz&)exp(—ex?) appartiennent a V et sont de limite nulle &

Iinfini. II suit que
/ f(x) Cos(xf’)e_””2 dr = @f(cos(xf)e_mz) = Z( cos(lf)e_”Q) = E( cos(:v{)e_m2) =0
R

et on a un résultat analogue en remplagant cos(z€) exp(—ex?) par sin(—z€) exp(—ex?).
Alors

/ f(x) exp(—ix - £ — ex®) dz = 0.
R

Comme f € L'(R), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée et faire tendre

e vers 0. On obtient que, pour tout £ € R,

/R F() exp(—iz - €) dz = 0.

Pour conclure nous utilisons le théoréme d’unicité de Fourier (qui sera vu plus loin) et
dont nous donnons ici 'énoncé : si f € L'(R™) est telle que [ e 7 f(x) dz = 0 pour tout

& e R”, alors f = 0. Il suit que ¢ est identiquement nulle, ce qui est absurde. n

4.4 Convergence faible et convergence faible étoile

A. Convergence faible

Définition 4.14. i) Soit (x,) une suite de points de E. On dit que cette suite converge
fortement vers x € E si ||z, — |5 tend vers 0 quand n tend vers +o00. Par soucis de
concision, on dit souvent simplement que la suite (x,) converge vers x et on le note

Ty, — T.
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i1) Soit (x,) une suite de points de E. On dit que cette suite converge faiblement vers x si,

pour tout f dans E*, la suite (f(x,))nen converge vers f(x) dans K. On le note x, — x.

Proposition 4.15. Soit (x,,) une suite d’éléments d’un espace de Banach E et soit x € E.

On a alors les propriétés suivantes.

i) Si (x,) converge fortement vers x alors (x,) converge aussi faiblement vers x.

ii) La suite (z,) converge vers x pour la topologie o(E, E*) si et seulement si (x,)

converge faiblement vers x (r, — x).
iii) Si (x,) converge faiblement vers x et vers x’, alors x = x'.

i) Si (x,) converge faiblement vers x, alors la suite (z,) est bornée dans E et
< limi .
2]l p < lim inf [|z, || 5

Démonstration. i) Si x, — z, alors f(z,) — f(x) pour tout f € E* et donc x,, — z.

i1) Supposons que (z,) converge vers z pour la topologie o(E, E*). Soit f € E*. Comme
f est continue pour la topologie faible (par définition de la topologie faible), on a f(z,) —
f(x). Ce qui montre que z,, — z. Réciproquement, supposons que x,, — x. Considérons
un voisinage de x pour la topologie faible. On peut supposer que ce voisinage est de la
forme U = Ni<ienfi H(V;) ot V; est un voisinage ouvert de f;(x). Pour tout i, il existe
un entier N; tel que x,, appartient a f;'(V;) pour N > N;. Donc pour tout n plus grand
que le maximum de ces N;, on a x, € U. Ce qui montre que (x,) converge vers z pour la
topologie o(E, E*).

i11) C’est une conséquence du fait que la topologie faible est séparée.

iv) Considérons ¢ € E* telle que ||¢|| = 1 et {(z) = ||z|| ;. Introduisons également I'applica-
tion linéaire T,,: E* — R définie par T,,(f) = f(z,). Alors T, est une famille simplement
bornée d’applications linéaires. D’aprés le théoreme de Banach-Steinhaus, cette famille

est uniformément bornée. Il existe ¢ > 0 telle que
sup [T, (f)] < ¢l f]-
neN

Donc |f(z,)] < ¢||f|| pour tout f € E*. En passant a la limite on obtient que |f(z)| <
c||f|| pour tout f € E*. En particulier, en appliquant cette inégalité avec f = ¢ on en
déduit le résultat cherché. O]

Proposition 4.16. Soit C' un ensemble conveze et fermé dans un espace de Banach E.

Si (z,,) converge faiblement vers x, alors x € C.
Démonstration. La démonstration sera vue en Travaux Dirigés. O]
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Proposition 4.17. Considérons deux espaces de Banach E et F et une application li-
néaire T: E — F. Alors T est continue pour les topologies fortes sur E et F si seulement

st T est continue pour les topologies faibles sur E et F.

Démonstration. Supposons que T est continue pour les topologies fortes. Alors la conti-

nuité pour les topologies faibles est un exercice de topologie laissé au lecteur.

Réciproquement, supposons que T est continue pour les topologies faibles. Introduisons
le graphe de T :
G(T) = {(x,y) € E x F\sza:}.

Commencons par montrer que cet ensemble est faiblement fermé. Pour le voir, notons que
G(T) = A"1({0}) o A: F x E — F est définie par A(y,z) = y — Tx. Nous avons vu que
la topologie faible est séparée. Par conséquent, les singletons sont fermés pour la topologie
faible. On en déduit que G(7T') est fermé pour la topologie faible comme image réciproque

d’un fermé faible par une application continue.

Pour conclure la démonstration, on note ensuite que G(7') est un ensemble convexe (ce qui
est immédiat). Alors, d’aprés la proposition 4.16, il est fortement fermé. On en déduit que

T est continue pour les topologies fortes en appliquant le théoréme du graphe fermé. [

B. Convergence faible étoile

Définition 4.18. i) Soit (f,) une suite de points de E*. On dit que cette suite converge
fortement vers f € E* si | f, — f|

de simplicité, on dit souvent simplement que la suite (f,) converge vers f (sans préciser

g tend vers 0 quand n tend vers +oo. Par soucis

fortement) et on note f, — f.

i1) Soit (f,) une suite de points de E*. On dit que cette suite converge faiblement-+ vers x

si, pour tout x dans E, la suite (f,(x))nen converge vers f(x) dans K. On le note f, — f

faible x.

Proposition 4.19. Considérons un espace de Banach E. Soit (f,) une suite de E* et

soit f € E*. On a alors les propriétés suivantes.

i) Si (fn) converge fortement vers f dans E*, alors (f,) converge faiblement-x vers f.

it) La suite (f,) converge vers f pour la topologie o(E*, E) si et seulement si f, — f

faiblement-x.
iii) Si (fn) converge faiblement-x vers f et vers f’, alors f = f'.

i) Si (fn) converge faiblement-x vers f, alors la suite (f,) est bornée dans E* et

/]

[ lrlgligof 1 fll - -
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Démonstration. La démonstration est similaire a celle de la proposition 4.15. Elle est

laissée en exercice. ]

4.5 Théoréme de Banach-Alaoglu (cas séparable)

Considérons un espace de Banach F. Un résultat fondamental, appelé théoréme de Banach-
Alaoglu-Bourbaki, énonce que la boule unité de E* est compacte pour la topologie faible-x
et que, de plus, si F est séparable, alors la topologie o(E£*, E') est métrisable de sorte que
la boule unité est séquentiellement compacte. Dans cette section, nous démontrerons ce ré-
sultat de compacité uniquement dans le cas ot E est un espace de Banach séparable. Dans
ce cas le résultat est dii & Banach. La démonstration est plus simple et, concrétement,
c’est le cas le plus important pour les applications. Nous renvoyons le lecteur intéressé par
le cas général a des nombreux livres d’Analyse fonctionnelle mentionnés dans la biblio-
graphie. Un corollaire direct de ce résultat de compacité faible-x est que la boule unité
d’un espace de Banach réflexif est faiblement compacte. Nous verrons comment appliquer

ce résultat pour le probléme de la minimisation d’une fonctionnelle convexe.

Théoréme 4.20 (Compacité faible étoile de la boule unité). Considérons un espace de
Banach E séparable. Toute suite (f,) bornée dans E* admet une sous-suite qui converge

faiblement-x.

Démonstration. Considérons une partie dénombrable dense D = {e; : j € N} dans
E. Comme la suite (f,(eg))nen est bornée, par hypothése sur la suite (f,)nen, on peut
en extraire une sous-suite convergente (fg,(n)(€0))nen. On construit ainsi, par récurrence,
une suite de fonctions strictement croissantes ¢;: N — N telles que (fgyo.00,(n)(€5))nen
converge. En utilisant le principe d’extraction diagonale, on considére alors la suite extraite
Gn = fogo-00,(n)- Par construction, la suite (g, (e))nen converge pour tout e € D. Notons
g: D — R la limite.

Soit e et €' dans D. Par hypothese, il existe A > 0 tel que |f,(z)| < Al|z||; pour tout
n € N. En appliquant ce résultat avec x = e — ¢’ et en passant & la limite quand n tend

vers +00, on trouve que
9(e) —g(e)] < Alle— €,
ce qui montre que g est Lipschitzienne. On peut alors utiliser le lemme suivant pour

étendre g sur E.

Lemme 4.21. Soient (X,d) et (Y,d) deuzr espaces métriques, D une partie dense de
X, et g une application uniformément continue de (D,d) dans (Y,0). Si Y est complet,

alors il eziste une unique application continue g de (X,d) dans (Y,9) telle que g|p = g,
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et que g est de plus uniformément continue. Si g est A-lipschitzienne, alors g est aussi

A-lipschitzienne.

Démonstration. Ce lemme a été démontré en Travaux Dirigés a 'exception du dernier
point. Remarquons que le fait que g est aussi A-lipschitzienne est une conséquence directe

de la construction de 1’extension. O

Notons g: E — R que l'on obtient & partir de g et du lemme précédent. Rappelons que
la convergence faible-* correspond & la convergence simple. On a vu que (g, )nen converge
vers g sur D. Pour conclure la démonstration, il nous reste a voir que (g, )nen converge

simplement vers g sur E tout entier et que g est une application linéaire.

Montrons la convergence sur E. Soit x € E. Donnons nous € > 0 et ¢; € D tel que

|z — e;]| ; < Ae/3. Sin est assez grand on a |gn(e;) — g(e;)| < €/3 de sorte que

|90 (2) — 9(@)] < |gn(z) — gn(e;)] + |gnles) — gley)| + |g(e;) — g(z)]
< A||a:—€j||E+§+A||6j —af, <e.

Ce qui montre que (g, )nen converge faiblement-x vers g.

Il reste juste a montrer que g est linéaire. Pour cela considérons A € R, x,y dans E et
considérons trois suites d’éléments de D telles vérifiant =, — x, y, — vy, 2, — Az + y.
Alors

9(2) = Aglz;) = g(y;) = lim {gn(zj) — Agn() — gn(yj)}-

n——+00
Or |gn(2;) — Agn(;) — gn(y;)| est majoré par Al|z; — Ax; — y;||, qui converge vers 0

quand j tend vers +oo. On en déduit que
g(Az +y) = Ag(z) — g(y) =0,
ce qui est le résultat désiré. O

Corollaire 4.22. Supposons que E est un espace de Banach réflexif dont le dual est
séparable. Alors toute suite (x,) suite bornée dans E admet une sous-suite convergeant

faiblement.

4.6 Application a ’optimisation convexe

Considérons un espace de Banach E et une fonctionnelle convexe F: E — R. Etant
donné un ensemble A C E qui est convexe, on cherche & minimiser F' sur A. On appelle

A Tensemble des états admissibles.
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Définition 4.23. Une fonction F: E — R est semi-continue inférieurement (s.c.i.) si

pour tout A € R, l’ensemble
F'(]—o0,N)={z€E: F(z) <A}
est fermé.

Exemple 4.24. Une fonction continue est donc semi-continue inférieurement car I'image
réciproque d’une partie fermée est fermée. Mais la réciproque n’est pas vraie : la fonction
indicatrice d’'un ensemble ouvert U est s.c.i. mais elle n’est pas continue. Elle est s.c.i. car
dans ce cas, pour tout A € R, ’ensemble {:U el Jx) < /\} est soit égal & F soit égal

au complémentaire de U qui est fermé.

La notion de semi-continuité inférieure intervient naturellement en optimisation a cause

de la propriété suivante.

Proposition 4.25. Soit F': E — R une fonction convexe et semi-continue inférieurement
pour la topologie forte. Alors J est aussi semi-continue inférieurement pour la topologie
faible. De plus, si (z,) converge faiblement vers z, alors

liminf F(z,) > F(x).

n—-+00

Démonstration. En effet, les ensembles {a: el Jx) < )\} sont convexes, et donc ils

sont fermés pour la topologie faible dés qu’ils sont fermés pour la topologie forte. O

Par exemple, on applique souvent ce résultat avec F'(z) = ||z 5. Cette fonction est convexe
et fortement continue, on en déduit que F' est faiblement semi-continue inférieurement.

En particulier, si z,, — , alors ||z||, < liminf,,  ||z.|| ;-
Définition 4.26. On dit que F' est coercive sur A si pour toute suite (x,) de points de A,

lim ||z,|p =400 = F(z,) — +o0.

n——+o00

Si A est borné, alors il n’y a aucune suite (x,,) de points de A pouvant tendre en norme

vers +00, et la condition est automatiquement vérifice.

Notons que toute fonction strictement convexe est coercive.

Théoréme 4.27. Soit E un espace de Banach réflexif dont le dual est séparable. Consi-
dérons une application F': E — R convexe et semi-continue inférieurement. Considérons
un sous-ensemble C' C E convexe, fermé et non vide et supposons que F' est coercive sur
C. Alors il existe ug € C' tel que

F(up) = Iggg F(u).
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Deuxiéme partie

Analyse Harmonique
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Chapitre 5

Séries de Fourier et transformée de

Fourier

5.1 Seéries de Fourier

En 1812, Joseph Fourier comprenait comment représenter une fonction périodique f
comme une somme infinie de fonctions sinusoidales. Cette théorie joue aujourd’hui un
role central dans de nombreux domaines des mathématiques. Nous allons dans cette sec-
tion démontrer le résultat qui le plus simple qui est aussi le plus important dans I’étude

des équations aux dérivées partielles.

Notons L' (T™) I'espace des fonctions mesurables f définies sur R, qui sont 27-périodiques
par rapport a chaque variable, et intégrables sur le cube [0, 27]™ (on quotiente par la rela-
tion d’équivalence d’égalité presque partout). Considérons un polynoéme trigonométrique

sur T, c¢’est-a-dire une fonction de la forme

(5.1.1) P(z)= > ape®  (a,€C, keZ").

|k|<N

Notons ey la fonction (appelée exponentielle oscillante) définie par
ex(x) = explik - z),
et introduisons le produit scalaire (-, -) défini sur L?(T") par
(19) = o [ f@ig@)d
,g) = —— x)g(x)dz.
2m)™ Jio.2mn
Le point clé est la relation d’orthoginalité
<€k, 6k/) = (Sk:/'
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On en déduit que les coefficients a;, dans (5.1.1) vérifient

1
(27)"

/ P(z)e **dx, VkeZ"

Q. =

Cela motive la définition suivante. Etant donnée une fonction quelconque f € L'(T"), on

deéfinit le k®™°-coefficient de Fourier de f par

F8) = (1.0) = s [ e da,

et on appelle série de Fourier de f la série

Snf(x) = Z f(kf)ezm
k|<N
La question est de savoir si cette série converge et dans quel espace. Il y a de trés nom-
breux résultats qui portent sur cette question'. Dans ce cours, nous allons nous intéresser
uniquement & la convergence dans l'espace L*(T") (la définition de cet espace est analogue
a celle de L'(T™)). Il y a trois choses simples a avoir présentes a l'esprit :
— LY(T") est I'espace naturel pour définir les coefficients de Fourier car c’est I’hypo-
thése naturelle pour garantir la convergence de l'intégrale ;
— Dinégalité d’Holder implique que L*(T™) C L!'(T") et donc on peut considérer les
coefficients de Fourier d’une fonction f € L*(T");
— L?(T") est le cadre naturel pour étudier la convergence des séries de Fourier grace
a sa structure d’espace de Hilbert.
Le résultat le plus simple, le plus naturel et peut-étre le plus important a savoir sur les

séries de Fourier est le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. Pour tout f € L*(T"), on a
f= fk)e*
kezn
avec convergence dans L*(T™), ce qui signifie que
i = Sl =0 ot Swf(e) = 3  Jaer.
<

De plus

) .
1712 = Y 1Fk)P
kezZn
Réciproquement, si c = (ci,) € (2(Z™), alors la série Z cre™®* converge dans L*(T™) vers
=
une fonction f vérifiant f(k:) = Cp.

1. Nous ne ferons qu’effleurer la surface de cette question et renvoyons le lecteur au livre de référence
de Zygmund.
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Nous allons démontrer ce résultat dans la suite de ce paragraphe en supposant que la di-

mension n est égale a 1 (on fait cette hypothése uniquement pour simplifier les notations).

Notons que

Svf(a Z f eMey) dy—/ Dy(x —y)f(y)dy,
ot Dy est le n®™€ noyau de Dirichlet, défini par

Dy(z) = 1 Z ke _ %%

Cela nous ameéne a introduire la notion d’approximation de l'identité. C’est une suite de
fonctions (K ) qui est, en gros, une régularisation de la fonction § de Dirac. Cela signifie

que Ky * f converge vers f dans un sens raisonnable, ou I'on a utilisé la notation
frgl@)= [ flz—y)gly)dy.

Définition. Une suite (Kn)S_, de fonctions 2m-périodiques continues est une approzi-

mation de [identité si
i) |7 Ky(z)dz =1 pour tout N,
it) supy [ |Ky(z)|dz < oo,
iii) pour tout § >0, on a
lim |Kn(x)|dx = 0.

Lemme 5.2. Considérons une approzimation de lidentité (Ky). Si f € LP([—m, 7)) avec

1<p<oo, ousip=oco et f estune fonction continue 2m-périodique, alors
NETOO [y f = fHLP([—mr]) =0.

Remarque. Soit f € L>([—m, 7)) telle que imy_,yo0 [[Kn * [ — fl 15— ) = 0. Comme
Ky * f est une fonction continue, on en déduit que f est nécessairement continue (car la

limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue).

Démonstration. On commence par étudier le cas p = oo de la convergence uniforme.
Comme T est compact, f est uniformément continue. Etant donné £ > 0, il existe § > 0

tel que

sup sup | f(z —y) — f(v)] <e.
T |y|<o
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Alors,

K # f(@) — fla)] = ' | mstosta = - nay

< sup sup [f(z—y) = f(o)] [ |Kn(D)|dE

z€[—m,7] |y|<d —
T / K ()2 1]l dy
ly|>6
< Ce,

si N est assez grand.

Maintenant considérons f € LP(T) et g € C°(T) telle que ||f — g||,;, < &. Alors

\EKn*f—flloe SNEN*(f =Dl + 1 —9llpe + 1 En*9— gl
< (Sljifp”KNHLl + 1) [[f =gl + |1 En*9— gll 1

ol on a utilisé I'inégalité de Young, et le résultat précédent p = oo qui entraine également

que ||Kn * g — g/ est arbitrairement petit pour N assez grand. O

On ne peut pas appliquer le résultat précédent avec Ky = Dy ou Dy est le noyau de
Dirichlet car '’hypothése supy ||Dn||;: < oo n'est pas vérifiée. Pour faire apparaitre une

suite de noyaux Ky plus favorable, I'idée est de regarder les moyennes au sens de Césaro.

Introduisons
. N
onf@) = 57 mzo Swf(@) = Fy * f(x),
avec )
Py jR— D — 1 sin® (Y )

 N+1 — " 2r(N+1) sin®(ix)

La suite (Fy) est clairement une approximation de lidentité. On en déduit le résultat

suivant.

Théoréme 5.3 (Théoréeme de Fejer). Si f € LP([—m,7]) avec 1 < p < oo, ou si p = 00

et f est une fonction continue 2mw-périodique, alors
Nliffrloo lon(f)f - f”Lp([_mr]) = 0.
Corollaire 5.4. Si f € L*(T) wvérifie (f,e™**) =0 pour tout k € Z, alors f = 0.

Démonstration. Si (f,e**) = 0 pour tout k € Z alors Syf = 0 et donc oy f = 0 pour
tout N > 0. Or oy f converge vers f dans L*(T), donc f = 0. ]
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En combinant le corollaire précédent avec le théoréme sur les bases hilbertiennes on en

déduit directement le Théoréme 5.1 sur la décomposition en séries de Fourier.

Remarque. Le théoréme 5.1 entraine que Sy f converge vers f dans L?. On peut montrer
(mais c’est plus difficile) que pour tout 1 < p < oo et tout f € LP(T),

]\}LIHOOHSNf_fHLP = 0.

On peut également montrer qu'il existe f € C(T) et g € L*(T) tels que || Sy f — fll 0 # 0
et [Sng —gll;: # 0 quand N — oo.

5.2 Transformée de Fourier

5.2.1 Introduction

Maintenant, au lieu de considérer des fonctions périodiques, nous allons considérer des
fonctions définies sur R™. Nous allons étudier une décomposition analogue a celle des séries
de Fourier. Ici aussi le but est d’écrire une fonction comme une somme d’exponentielles
oscillantes. Rappelons qu’une exponentielle oscillante est par définition une fonction de la
forme x +— exp(iz - £) avec £ € R™. La différence avec les séries de Fourier est que cette

somme sera une intégrale au lieu d’étre une somme indexée par un ensemble dénombrable.

La décomposition en séries de Fourier d’une fonction périodique se comprend bien : c’est la
décomposition d’un élément d’un espace de Hilbert sur une base hilbertienne. En revanche,
la décomposition d’une fonction non périodique comme une somme (au sens des intégrales)
d’exponentielles oscillantes est peut-étre moins intuitive. Pour comprendre comment on
obtient cette décomposition, nous allons partir de la décomposition en série de Fourier
pour des fonctions qui sont 27-périodiques par rapport a chaque variable, puis faire tendre
T vers +o0o. L’idée heuristique est de voir une fonction définie sur R™ comme une fonction

périodique de période +oo par rapport a chaque variable.

Nous voulons donc considérer la décomposition en série de Fourier d'une fonction f qui
est 2T-périodique par rapport a chaque variable. Posons Qr =| — T, T[" et supposons
que f € L*(Qr). Les constantes vont dépendre de T et, pour ne pas se tromper dans
les calculs, le plus simple est d’introduire un produit scalaire sur L*(Qr) et une suite
de fonctions orthonormées pour ce produit scalaire. Par exemple, considérons le produit
scalaire usuel : (f,g) = fQT f(x)g(z) dz. On pose alors ex(z) = (21) "2 exp(ink - z/T)
ou k € Z". Ces fonctions sont 27 -périodiques par rapport a chaque variable et on a

(ex, e1) = 0. Les coefficients de Fourier de f sont donnés par

~

fr=(u,ex) = W/QT f(x)exp ( — iﬂ; x) dz.
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Alors

f(z) = Z fren(x) = ke%l (2711)71 </QT f(y)exp ( - MI;' y) dy) exp (ml; m)

kezm

Si on pose h = 1/T, alors on a une expression de la forme }, . hF'(kh) qui converge,

formellement, vers [;, F(§)d¢. On trouve que

1) = o [ e ([ ererman) ae

Cette formule correspond a une description fréquentielle de la fonction f (dans la litté-

rature physique, on appelle £ le vecteur d’onde et on dit que |{] = /& + -+ + &2 est la
fréquence).

Définition 5.5. Soit f € L*(R™). On appelle transformée de Fourier de f la fonction,
notée ]? ou F(f), définie pour tout £ € R™ par

(5.2.1) f&) = / e f(x) dw.

L’hypothése que f est une fonction intégrable est ’hypothése minimale pour que la formule
(5.2.1) ait un sens pour 'intégrale de Lebesgue. C’est pourquoi on commence par définir
la transformée de Fourier sur L'(R™). Mais nous allons voir qu’il est naturel de travailler
avec d’autres espaces de fonctions. Il y a plusieurs raisons a cela. La premiére est que nous
voudrions donner un sens a la formule suivante

1 ix-€ 7
JRGEE

f(I)IW

Pour que cette formule ait un sens, il faut que la transformée de Fourier de f soit inté-

grable. C’est pourquoi nous travaillerons avec ’espace suivant :
(5.2.2) A={feL'R"); fe L' R}

L’espace A est un sous-espace de L'(R™), appelé algébre de Wiener, que nous étudierons
brievement. Dans une autre direction, nous allons chercher a étendre la transformée de
Fourier a des espaces différents de L'(R™). Nous allons voir deux résultats dans cette
direction. Comme pour les séries de Fourier, un résultat essentiel est que la transformée
de Fourier préserve la norme L? (& une constante dépendant de 7 pres). Cela permet de
prolonger la définition de la transformée de Fourier de L'(R™) N L?(R™) a L*(R™). Nous
verrons par ailleurs comment définir la transformée de Fourier sur un espace beaucoup
plus gros, espace des distributions tempérées, qui contient L'(R™) U L*(R") ainsi que de

nombreux espaces utiles dans la théorie des équations aux dérivées partielles.
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5.2.2 Transformée de Fourier sur la classe de Schwartz

Pour construire une transformée de Fourier sur un espace qui soit le plus gros possible,
nous allons utiliser un argument de dualité?. Il s’agit de chercher un espace, le plus petit
possible, tel que la transformée de Fourier soit un isomorphisme de cet espace dans lui
méme. Ce principe est trés simple mais nous allons voir que sa mise en oeuvre est subtile.
Déja, concernant le choix d’un espace de fonctions le plus petit possible, la proposition
suivante montre que I’on ne peut pas utiliser I'espace auquel on pense spontanément (celui

des fonctions C*° & support compact).

Proposition 5.6. Il n’existe pas de fonction f € L*(R), non nulle, a support compact et

dont la transformée de Fourier est également a support compact.

Démonstration. Si f € L*(R) est a support compact, alors on peut définir F': C — C par
F(z) :/e_i“”zf(x) dz.
R

Notons que F(§) = f(f ) pour tout ¢ dans R. A fortiori, F' s’annule sur un intervalle. Ceci
est impossible car F' est une fonction entiére et on conclut la démonstration en rappelant

qu’une fonction entiére ne peut s’annuler que sur un ensemble discret. O

Au lieu de travailler avec des fonctions C*° a support compact, nous allons travailler
avec des fonctions C'*° qui sont décroissantes rapides a l'infini, au sens de la définition

ci-dessous.

Définition 5.7. (i) On dit qu’une fonction f est a décroissance rapide si le produit de f

par un polynéome quelconque est une fonction bornée.

(17) On dit qu’une f € C*(R™) appartient a la classe de Schwartz S(R™) si f et toutes ses

dérivées sont a décroissance rapide. Il est équivalent de dire que les quantités suivantes
Nol) = 3 (200 f ]
lee|<p,|BI<p
sont finies pour tout p.
Remarque. Notons que C§°(R") C S(R"). L’exemple fondamental d'une fonction de

S(R™) qui n’est pas un élément de C3°(R") est la gaussienne z — exp(— |z|?). Cette

fonction joue un roéle spécial dans I’étude de la transformée de Fourier.

2. Le principe est le suivant : si T est une application linéaire continue de E dans E alors T* est
continue de E* dans E*. De plus si E C L'(R")*, alors L'(R") C E*. Donc pour étendre la définition de
la transformée de Fourier & un espace plus gros que L!'(R™), on va chercher & la définir comme I’adjoint
d’un isomorphisme d’un espace F inclus dans L' (R™). Attention : ceci correspond trés approximativement
a ce que nous allons faire. En effet, on ne pourra pas se contenter de travailler dans le cadre des espaces

de Banach. Nous devrons travailler dans le cadre des espaces de Fréchet.
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Remarquons que N, est une norme sur S(R™) pour tout entier p. Cependant, si on consi-
dére S(R™) comme un espace normé pour cette norme, alors on n’obtient pas un espace
de Banach (une suite de Cauchy pour cette norme ne converge pas en général vers un
¢lément C'*°). La bonne notion topologique est celle d’espace vectoriel topologique muni
d’une famille de semi-normes. Dans ce cas, comme nous ’avons vu dans le chapitre sur
la topologie, on obtient une topologie métrisable. On vérifie facilement que S(R™) est

complet et on peut alors énoncer le résultat suivant.

Proposition 5.8. La classe de Schwartz est un espace de Fréchet gradué pour la topologie

induite par la famille de semi-normes {N,}en.

La proposition suivante contient plusieurs propriétés simples trés utiles.

Proposition 5.9. Supposons que f appartient a la classe de Schwartz S(R™). Alors
(i) Pour tous multi-indices o et 3 dans N", on a 2*97 f € S(R™) .
(1) Pour tout p € [1,+0o0], on a f € LP(R™).

(iii) La transformée de Fourier f appartient o C*(R") et, pour tout 1 < j < n et tout
£ eR?,

~

0, f(§) = F (i) f) -

(iv) Pour tout 1 < j <mn et tout £ dans R",

§F(&) = —iF (0, f) (£)
Démonstration. Le premier point est une conséquence immédiate de la définition. Pour

montrer (ii), on commence par observer que

" dx

523) Il = [ 17@]de < sup {0+ 1) @) } [ o < O ().
Ensuite on observe que f € L>®(R™) (direct) et on conclut que f € LP(R™) pour tout
p € [1,+00] car L'(R") N L>=(R") est inclus dans LP(R™).
Pour démontrer le point (iii), il suffit d’observer que les hypothéses du théoréme de déri-
vation de Lebesgue sont vérifiées puis d’appliquer ce résultat. Enfin, le point (iv) s’obtient
en écrivant que

fje’ix'f = i@zje’”'é,
puis en intégrant par parties :

~

& 7te) = / (10, ) f(a) dw = —i / 40, f(z)de = —iF (0, f) (€).

Cette manipulation est justifiée car f est & décroissance rapide (on peut alors faire une

intégration par parties sur une boule B(0, R) puis faire tendre R vers +00). O
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La proposition suivante montre pourquoi S(R™) est le bon espace pour étudier la trans-

formée de Fourier.

Proposition 5.10. La transformée de Fourier applique S(R™) dans lui-méme, et il existe

des constantes C, telles que, pour tout f dans S(R"),

~

(5-2-4) Np(f) < Cp-/\/;i+n+l(f)-

Ce qui démontre que la transformée de Fourier est continue de S(R™) dans S(R™).

Démonstration. Soit f € S(R™). Alors on peut utiliser la proposition précédente pour
obtenir

el fle)] = |Flon s}
Supposons que |a| < p et |§] < p. En utilisant inégalité ||t]|, . < |Jul/,: et la formule de

Leibniz, il vient

el fo| <l @D, <5 > oy

le’|<p,|8'|<p

L
On en déduit I'inégalité en appliquant (5.2.3). m

Nous avons dit que les fonctions gaussiennes jouent un role important dans I’étude de la
transformée de Fourier. C’est en raison du résultat suivant, qui énonce que la transformée

de Fourier d'une fonction gaussienne est une fonction gaussienne.

Proposition 5.11. Pour tout a > 0 et toute dimension n > 1,

(o) - (5) e
a

Démonstration. Commencgons par le cas de la dimension 1 d’espace, avec a = 1. Posons
f(x) = e ", La transformée de Fourier de f, notée F(f)(€), est une fonction réguliere
qui vérifie
/ . —izf —x? i —iz€ —x? — . —izf  —x?
(Ff) (€)= [ (mix)e ™ e do == [ e™0 e do =— [ (—i)e e dx
2 Jr 2 Jr

R
donc

(FIV(©) = —5E(FNE).
En utilisant
/ e dx = /7
R
on en déduit que
(FE) = e S (Ff)(0) = /me /1,

On en déduit le résultat par des manipulations simples : si f € L'(R™) alors la transformée

~

de Fourier de f(z/X) est |A|"f(A). De plus la transformée de Fourier de fi(z1) - - - fn(2y)
est f1(&) - fa(&n)- u
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On est alors en mesure de démontrer le résultat suivant qui est fondamental.

Théoréme 5.12. Si u appartient & S(R™), alors, pour tout x dans R",

_ ey
) = e [ €S0 e

Remarque. On a vu que si u € S(R") alors u € S(R™). On a aussi vu que S(R™) C

L*(R™) et donc la fonction & — e™47(€) est bien intégrable. La formule précédente a un

sens pour tout x € R™.

Démonstration. Etant donné £ > 0 introduisons

uele) = (271T)n / e Ea(e)e 51" de.

En utilisant le lemme précédent on calcule (en ne manipulant que des intégrales conver-

gentes)

1 )€y () e 37NEE

wo) = o ye e ayag
1 B
= gy [ e
1 12
= @) / (u(x +ey) — u(x))e 2 dy + u(x).

Puisque

u(z +ey) — u(z)] < eyl [[u']] =
en passant a la limite on obtient le résultat voulu. O

Théoréme 5.13. Si f et g appartiennent o S(R™), alors

[ i = o [ Feaia

En particulier, pour tout élément f de S(R™), on a

2 1 2
1fllz2 = (QT)nHﬂle

Démonstration. Nous allons commencer par montrer que, si ¢, € S(R"), alors

(5.2.5) /w@wwmz/ﬁwww@.

Comme ¢ et ¥ sont a décroissance rapide, on peut appliquer le théoréme de Fubini pour

/ Py de = / ( / e p(y) dy> U(z)dz
= / ( / e () dff) ply) dy = / ot dy.
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On applique ensuite cette identité avec p = f et g = QZ Alors

/fazfso&:/@b:/ff‘l@

Puis on vérifie (a I’aide du théoréme d’inversion de Fourier) que

F e = en) " [ g dy = n) " [ e nsgly) dy = (2m) " TE).
La derniére identité portant sur la norme L? est alors un corollaire évident. O

Corollaire 5.14. La transformée de Fourier F est un isomorphisme de S(R™) dans lui-

méme, et

FUf = @n)"F ().
5.2.3 Transformée de Fourier sur I’algébre de Wiener

5.3 Distributions tempérées

5.3.1 Définition des distributions tempérées

Définition 5.15. Par définition, l’espace des distributions tempérées, noté S'(R™), est le
dual topologique de S(R™).

Notation 5.16. Soit u € S'(R") et f € S(R™). On notera (u, f)s«s (plutot que u(f)) le

nombre complexe que ’on obtient en faisant agir u sur f.

Soit u € L*(R™). Alors on définit une distribution tempérée U par

(5.3.1) (U,v)s/xs5 = /n u(z)v(z) de.

On vérifie que U est bien continue de S(R") dans C d’apres I'estimation suivante

Y

dx n
) s (L4 ) o)

(U 0)srms] < Ml ol <l ( [
ENE

qui implique que
(U, v)sxs| < Clull oo Noga (v).

En raisonnant de fagon similaire, on montre que la formule (5.3.1) définit une distribution
tempérée pour toute fonction u € LP(R™) avec p € [1,+0o0]. Ce procédé nous permet de
plonger les espaces de Lebesgue dans §'(R™). En fait, on peut plonger beaucoup d’espaces

et nous verrons plus loin I'exemple fondamental des espaces de Sobolev.
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Définition 5.17. Nous dirons qu’une distribution tempérée U € S'(R™) appartient a un

certain espace X s’il existe u € X telle que,

Vo e S(R"), (U,v)sixs = /n u(z)v(z) de.

5.3.2 Extension de ’analyse aux distributions tempérées

Nous avons vu que 'on peut plonger tous les espaces de Lebesgue dans S'(R™). On peut
aussi y plonger les espaces de Holder et ceux de Sobolev (les deux seront définis plus
loin). 11 faut penser a l'espace des distributions tempérées comme au plus gros espace
dans lequel on souhaite travailler ®. Il est alors naturel de vouloir étendre la définition des
opérateurs importants en analyse a S’(R™). Nous allons voir que ceci peut se faire trés

simplement.

Définition. Considérons une application linéaire continue A: S(R") — S(R™). Nous

dirons que A admet un adjoint continue sur S(R™) s’l existe une application linéaire
continue A*: S(R™) — S(R") telle que

Y(u,v) € S(R™)?, (Au,v) = (u, A*v)  ou (f,g) = /f(a:)mdm

Exemple. i)La transformée de Fourier vérifie aussi cette hypothése.
ii) Soit 1 < j < n. Si A = J,,, alors A est bien continue de S(R") dans S(R") car
Np(Au) < Npi1(u) et on a, en intégrant par parties, (Au,v) = (u, A*v) avec A* = —0,,.

i11) Notons Cp°(R™) I'espace des fonctions C'™ bornées ainsi que toutes ses dérivées. Si
c € Cp°(R™), alors 'opérateur A, défini par A.(f)(x) = c(z)f(x) vérifie cette propriété.
Alors (A.)* = Az

iv) Si A et B vérifient cette propriété alors A o B aussi avec (A o B)* = B* o A*. On
déduit des deux points précédents que tout opérateurs de la forme A différentiel, de la
forme A(f)(x) = 324 1<m Cal2)07 f(2) avec cq € C3°(R™) vérifie cette propriéte.

v) On verra un autre exemple plus tard qui généralise la notion d’opérateur différentiel

(voir la partie consacrée aux opérateurs pseudo-différentiels).

Nous allons montrer qu'il existe une application linéaire continue A: §'(R") — S'(R")

qui prolonge la définition de A. Pour cela on définit

Yu € S,(Rn), Yu € S(Rn), <A/U,U>S/X3 = <u7m>51><5.

Montrons que 'opérateur ainsi construit prolonge la définition de A.

3. Il y a des espaces plus gros, comme ’espace des distributions ou ’espace des hyperfonctions mais,

volontairement, nous n’étudierons pas ces espaces dans ce livre.
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Proposition 5.18. Considérons l’application
T:S(R") = S'(R™), urs Ty = (v € SR") — (u,v) = /u(m)v(m) dx) :
Alors i) cette application est bien définie, linéaire, continue et injective et ii) on a
ATy = Taw, Yu € S(RM).

La premiére partie du résultat signifie que T est une injection de S(R™) dans S'(R") ; la

seconde partie signifie que A coincide avec A sur S(R™).

Démonstration. Pour tout u,v € S(R™) nous avons déja vu que
(T v)srsl < Null oo 0]l 11 < CNo(w) N (v),

ce qui montre que 7, appartient & S'(R") et que u +— T, est continu de S(R") dans S'(R").

De plus T est injective car 7T, = Ty, implique Ty, —yu,(u1 — uz) = 0 donc |Jug — uz||;2 =0

d’oll u; = us.
Avec les définitions précédentes, pour tout u,v dans S(R™), on a
(ATo 0)s1xs = (Toy AT srxs = (1, AT) = (Au, ) = (Thu, V) sixs-
Ce qui démontre que 117; = Tau. O
Dans la suite on notera simplement A au lieu de A I'opérateur étendu a S’ (R™). En utili-

sant cette construction, on peut ainsi définir la dérivée partielle d,; de toute distribution

tempérée ! Par définition, on a
Yu € S/(Rn), Yv € S(Rn)7 <amju,1]>3/><$ = —<U,axj’0>,5/><5.

On en déduit que l'on peut définir 0%u pour tout @ € N et tout u € S'(R™). On peut
donc dériver a tout ordre n’importe quel distribution (ce qui est bien sir faux pour les

fonctions).

Nous allons maintenant appliquer la construction précédente avec la transformée de Fou-

rier. Rappelons que (cf (5.2.5)), pour tout ¢, dans S(R™), on a

o~

@@= [ ewiw .

Considérons une distribution tempérée u € S'(R™). On peut alors appliquer le principe

précédant pour définir sa transformée de Fourier, notée F(u), par
(F(u),v)srxs = (u,V)sxs-
On note également u la transformée de Fourier d’une distribution tempérée.
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Proposition 5.19. La transformée de Fourier F est un isomorphisme de S'(R™) dans

lui-méme (application linéaire continue d’inverse continue). De plus on a

FoUf = @n)"F ().

Nous avons déja remarqué que ’on peut plonger les espaces de Lebesgue dans S'(R™). On
peut en particulier considérer la transformée de Fourier d’une fonction LP(R™). Le cas le

plus important en pratique est celui de L?(R™). Dans ce cas on a le résultat suivant.

Proposition 5.20. Si u € L*(R"), alors F(u) appartient a L*(R") et

2 LA
IF5 = gl Al

Remarque. Avec les conventions précédentes, le fait que F(f) appartienne a L?(R")

signifie qu'il existe une fonction h € L*(R") telle que (F(f),v)sxs = [gn h(z)v(x)dz
n 2

pour tout v € S(R™). Alors on a ||h||7, = wﬂﬂ!m

Définition 5.21. On dit qu’une fonction m appartenant a C*°(R™) est a croissance lente

sl existe un polynome P telle que |m(§)| < P(&) pour tout & € R™.

Si m est une fonction a croissance lente et si v € S(R"), alors mv appartient aussi a la
classe de Schwartz. On vérifie donc directement que 1’'on peut définir un opérateur, noté

m(D,) sur §’'(R™) de la fagon suivante :
F(m(D,)u) = mFu.

Ces opérateurs interviennent trés souvent. Nous les reverrons dans le chapitre consacré

au calcul symbolique pour les opérateurs pseudo-différentiels.

5.4 Décomposition de Littlewood-Paley

5.4.1 Décomposition dyadique de 'unité

Nous allons introduire une décomposition dyadique de I'unité. Cette décomposition per-
met d’introduire un parameétre (grand ou petit) dans un probléme qui n’en comporte pas.

C’est une idée simple et extrémement féconde.

Lemme 5.22 (Décomposition dyadique de 'unité). Soit n > 1. Il existe x € C§°(R™\{0})
telle que, pour tout & € R™\ {0},

1= x(2¢).

PEZL
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Remarque. (i) Le fait que x € C§°(R™\{0}) est équivalent & dire que x est C* a support

compact et s’annule sur un voisinage de 'origine.

(77) Notons que la convergence ne pose pas de probléme car, pour tout & € R", on a
k(2P€) = 0 sauf pour un nombre fini d’entiers p. On a méme un résultat plus fort : pour
tout compact K C R™\ {0}, il existe N € N tel que, pour tout £ € K, x(2P) est non nul

pour au plus N valeurs de p € Z. On dit que la somme est localement finie.

Démonstration. Soit k € C§°(R™\{0}) vérifiant £ > 1 sur la couronne {1/4 < |¢]| < 1/2}.

Introduisons, pour £ € R",

V() = > K(2).

p=—00
Puisque k est a support compact, et nulle sur un voisinage de l'origine, la somme est
localement finie. Il est donc immédiat que W est bien définie et appartient & C°(R"). De
plus on a U(2P§) = W(&) pour tout p € Z et tout £ € R™. Montrons que ¥(£) # 0 pour
¢ # 0. Pour cela notons py le plus petit entier tel que [2P°¢] > 1/4. Alors nécessairement
|2P0¢| < 1/2 car sinon py — 1 conviendrait. On en déduit que x(2P°¢) = 1 puis que
V(&) > k(2P°¢) > 0. On a montré que ¥ ne s’annule pas sur R™\ {0} et on peut alors poser

X = k/V¥. Comme £ s’annule au voisinage de zéro on a bien que x € C*(R™\ {0}). O

Il sera souvent commode d’écrire une partition de I'unité sous la forme suivante.

Lemme 5.23. Soit n > 1. Il existe ¢p € CP(R™) et ¢ € CF°(R™) telles que, pour tout

£ R,
(5.4.1) =)+ e(27)
et

suppy) C {[¢] <1},  suppyp C {1/2 <[¢] < 1}.

Démonstration. Nous allons donner deux démonstrations.

(1) Soit ¥ € C§°(R™; R) une fonction radiale vérifiant (&) = 1 pour |{] < 1/2, et ¢(§) =0
pour |£| > 1. On pose ¢(&) = 1¥(£/2) —1(&). La fonction ¢ est supportée dans la couronne
1/2 < |€] <2, et, pour tout £ € R™, on a 'égalité (5.4.1).

(74) Quite & modifier la fonction x dans la démonstration du lemme précédent, on peut
toujours supposer que supp x C suppk C {1/2 < |n| < 1}. Posons alors ¢ = x et ¥(§) =
Z;:g X(2P€) prolongée en 0 par ¥(0) = 1. Alors ¢ vaut 1 sur un voisinage de 1'origine et
1 est une somme localement finie hors d’un voisinage de 1'origine ce qui implique que

est C°. Enfin, on a
—1

L=9(&)+ > »(2¢),

p=—00
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et on obtient le résultat voulu en changeant p en —p. O]

5.4.2 Décomposition dyadique de I’identité

Soit ¥ € C§°(R™; R) une fonction radiale vérifiant ¢(§) = 1 pour |£] < 1/2, et ¥(£) =0
pour |£| > 1. On pose (&) = 1(£/2) —(&). La fonction ¢ est supportée dans la couronne
1/2 < [¢] <2, et, pour tout £ € R", on a I'égalité

L=9(&) + ) p(277¢).

Définissons, pour p > —1, les multiplicateurs de Fourier A, :
Ay :=9Y(D,) et A, := 90(2_pr) (p>0).
Etant donné u € S'(R") et p € N, on notera toujours
u, = Apu.

Alors u—y = Y(&)u et u, = (27P¢)u.

Introduisons aussi, pour p > 0, les multiplicateurs de Fourier S, :

p—1
Sy =0(277D,) = Y Ay,

k=—1
la derniére égalité provient de la définition méme de ¢.

La partition de la fonction unité implique aussi une partition de I'identité.

Proposition 5.24. On a

I=)Y A,

p=—1
au sens des distributions : que pour tout uw € S'(R"), la série Y u, converge vers u dans

S'(R™), ce qui signifie que Y (u, p)sixs converge vers (u, )sixs pour tout ¢ € S(R™).

Démonstration. Soit u € S'(R™) et § € S(R™). Les sommes partielles Syu = Z;\;_Ol Uy

sont bien définies et
(F (Swu),0) = (W(27VE)F(u),0) = (F(u),v(277€)8),
or lim (27V¢)0 = 0 dans S(R") donc

N—+400

F (Syu) — F(u) dans S'(R").
p——+00

Par continuité de 7~ : S'(R") — S'(R") on a bien u =3 -, u,,. O
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5.4.3 Caractérisation des espaces de Holder

Dans ce paragraphe nous allons montrer que I'on peut décrire les espaces de Hélder a

I’aide de la transformée de Fourier.

Rappelons la définition des espaces de Holder.

Définition 5.25. i) Soit r €]0,1[. On note C%"(R™) l’espace des fonctions bornées sur
R™ wvérifiant
30> 0/ Y,y € R, Jule) - u(y)] < Cle — gl

ii) Soit k € N et a €]0,1]. On note C**(R") ’espace des fonctions C*(R™) dont toutes

les dérivées jusqu’a l'ordre k appartiennent a C%*(R™).

i1i) Soitr € RT\N de sorte que r = k+a avec k € N et a €0, 1] alors on note simplement
C™(R™) l’espace C**(R™).

Pour r €]0, 1], 'espace C"(R™) est muni d’une structure d’espace de Banach par la norme

u(z) = uly)|

[ullgr = llull oo +sup 7

wry T =Y
Nous donnons ci-aprés une norme équivalente.

Proposition 5.26. (i) Soit r €]0,1[. Il existe une contante A, > 0 telle que les deux

propriétés suivantes aient lieu :

i) Siu e C"(R™) alors, pour tout p > —1,
[upll poe < Ar flull e 277"
it) Réciproquement, si, pour tout p > —1,
[upll e < €277,
alors u € C"(R") et ||lul| o < A,C.

Démonstration. i) Considérons p > 0. Pour démontrer le premier point, on commence

par écrire u, sous forme intégrale,

(5.4.2) u(z) = 2 / F )@@ —y)uly)dy pour p >0,

Le reste de la preuve, ainsi qu'un calcul précis des constantes, utilise juste le fait que les

moments de F~!() sont tous nuls. Ainsi avec le moment d’ordre 0 on obtient
wle) =2 [ F )@@ - ) (uly) ~ u(@)dy pour p 0
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d’oll
)] < 2% Jullgr [ 17700 @ — )|y dy
—2 7 uler [ |7 ()]

Le cas p = —1 se traite de maniére similaire. On écrit

wy(z) = / FL W) (@ — y)uly) dy,

puis on utilise que F~1(¢)) € S(R™) et donc F (1)) appartient a L'(R™). On en déduit
que la norme L* de u est controlée par la norme L de wu.
it) Montrons la réciproque. On vérifie que u € L™ car ) u, converge normalement si

|up|l oo < C27P". Il reste a estimer

@) = )]
Ty, lz—y|<1 |z — 9|

(Noter que I'on peut se restreindre évidemment a |z —y| < 1.)

Pour cela on pose, pour un entier p a déterminer,

p—1 +o0
u = Spu+ Ryu, Spu = Z ug et Ryu = Zuq.
q=p

g=—1

Par hypotheése il vient

—qr C —pr
Byl <3 gl < 0277 = = C o
q2p q=p
d’ott on déduit évidemment que |Ryu(y) — Ryu(z)| < 25277, D’autre part

p—1
[Spu(x) = Spu(y)] < e =yl > [1Vug]l oo -

q=—1

D’apres la formule rappelée au début de la preuve nous obtenons
Vgl e < €27 fJug|| o < C"C27

Avec pour ¢ = —1, ||Vu_1|[;c < C"C. Comme r <1,onal—r>0etdonc

[y

p—

S o < 1 o
= ol ]

q=0
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Regroupons les deux estimations : il existe deux constantes K; et K5 qui ne dépendent

que de r telles que
u(y) — u(z)] < K C'lo— y| 20777 + K27

Choisissons p tel que 27 < 27 [z — y| < 1 (ce qui est possible car on suppose |z —y| < 1).
Alors
u(y) — u(@)| < K3C'lz —y[",

ce qui achéve la preuve. O

5.4.4 Espaces de Zygmund
On a montré que si r €0, 1],
ue C"(R") <= sup2” [Jup|| ;. < —+00.
P
En fait, on a plus généralement

reRT\N, ueC"(R") < sup2” |lup|| ;. < +o0.
p

Définition. Soit r un réel, on désigne par CL(R") le sous-espace des distributions tem-
pérées défini par
u e C[(R") < sup 27" [|up|| ;00 < +00.
p=>—1

Remarque. On définit ces espaces pour tout » € R et pas seulement r > 0. Cela est
commode car les espaces formés de dérivées de fonctions de C] interviennent naturelle-

ment.

Ainsi le résultat précédent donne directement
reR"\N= CI(R") = C"(R").
De plus, pour k£ € N, on montre facilement que
Vk €N, CFR™ c WF=(R™) c C*R™).
Cependant, on peut montrer que
reN= C;(R") # C"(R").
Donnons par exemple une caractérisation élémentaire de C!(R™).
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Proposition 5.27. L’espace C}(R"™) est l'espace des fonctions bornées u telles que
3C >0/ Vz,y e R", |u(z +y) +u(z —y) —2u(z)| < Cly|.

Démonstration. Supposons que la fonction u appartienne a C!(R"). Considérons alors
un point y € B(0,1) non nul. En utilisant la décomposition dyadique de l'espace des

fréquences et 'inégalité de Taylor a 'ordre 2 entre y et 0, il vient

u(z +y) +u(z —y) = 2u(z)] < Clullc <\y|2 D204y 2“1> ,

q<N q>N

ot N est un entier quelconque. En choisissant N tel que 27 = |y|~!, on obtient
u(z +y) +ulr —y) = 2u(x)] < Clulle ly|-
Réciproquement, choisissons une fonction u telle que, pour tout y dans R™, on ait
u(z +y) +ulr —y) — 2u(z)| < Cly.

Il s’agit de majorer ||Agul|,.. Le fait que la fonction ¢ soit radiale, donc paire, entraine

que
ug(x) = 27" F (20 ) xu(z) = 2q”/F‘190(2qy)U(w—y) dy = 2q"/F‘1¢(2qy)U(x+y) dy.

Introduisons h(z) = F'p(z). Comme ¢ est nulle prés de 1'origine on en déduit que h est

d’intégrale nulle, donc
2" F1p(22) x u(x) = 29! /F‘lgp(qu)(u(:v +vy) +u(r —y) — 2u(z))dy.

Comme la fonction z — |z| h(z) est intégrable, on a

Y

||U || < (974 sup |u(x + y) + U($ B y) B 2u($)|
L= = yeR™ |y|

ce qui conclut la démonstration. O
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Chapitre 6

Espaces de Sobolev

6.1 Dérivation au sens faible et espaces de Sobolev

Définition 6.1 (Dérivée faible et espace de Sobolev). Soit Q un ouvert de R™. On dit
qu’une fonction u € L*(Q)) admet une dérivée au sens faible dans L*(Q2) par rapport

la variable x; si il existe v € L*(Q) telle que

__ {9 o
/quﬁd:c = /Quﬁxj dz, Vo € C3°(9).

On note v = Ju/0x; ou simplement O;u.

L’espace de Sobolev H(QY) est ’ensemble des fonctions u appartenant a L*(Q) et qui

admettent des dérivées au sens faible O;u dans L*(Q) pour tout 1 < j < n.

Remarque. Supposons que €2 est un ouvert borné. On vérifie alors qu’'une fonction u €
C'(Q) est aussi dérivable au sens faible (et la dérivée au sens faible est alors la dérivée
usuelle). Mais il existe des fonctions qui sont dérivables au sens faible sans étre dérivable

au sens classique, par exemple la fonction |z| sur Q =] —1,1].

Proposition 6.2. L’espace de Sobolev H'(Q)) est un espace de Hilbert pour le produit

scalaire (-, ) défini par

(u,v) = Z /Q(aiu)((?l-v) dx+/guﬁd$.

1<i<n

On a donc (u,v) = (Vu, Vo) + (u,v) ot, par abus de notations, on note de la méme facon
(-,-) le produit scalaire usuel sur L*(R™) et sur L*(R™)".

Démonstration. La démonstration sera donné en Travaux Dirigés. O]
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La notion de dérivée au sens faible permet de généraliser la notion de dérivée. De la méme
maniere on peut généraliser la notion de solution en introduisant une notion de solution
faible grace a la théorie des distributions. Un des objectifs de ce chapitre est justement
de permettre une introduction a cette théorie. Pour cela, nous allons définir la notion de
solution faible de I’équation

—Au = f.

Définition 6.3 (Solution faible). Soit Q un ouvert de R" et f € L} (). Une solution
faible de l’équation —Au = f est une fonction u € H'(Q) vérifiant

(6.1.1) ek, Y /Q (0.u)(0s) dar = /Q féda.

1<i<n
Remarque 6.4. i) Soit {2 un ouvert borné régulier. Nous définirons plus loin ce qu’est
un ouvert régulier, ici nous supposons que €2 est tel que I'on peut appliquer le théoréme

de la divergence :
/diVXd:U— X -vdo,
Q 1)

pour tout champ de vecteurs X € C'(€,R"), oul v désigne la normale unitaire sortante.
Considérons f € C%(€) et supposons que u € C%(Q) vérifie —Au = f au sens classique.
Alors u est aussi une solution faible comme on va le vérifier & l'aide de la formule de la
divergence. Pour cela on utilise que ¢ s’annule sur le bord de §2 pour écrire
0= PO udo = / div(¢pVu) dx = / (Vo - Vu + ¢pAu) dz.
o0 Q Q
De sorte que (6.1.1) provient de —Au = f.

i1) Il existe des solutions faibles qui ne sont pas C? et pour lesquelles 'équation —Au = f
n’a pas de sens ponctuel. Par exemple, la fonction u(z) = sign(x)x? est une solution faible

de 0?u = 2sign(x) mais I'équation précédente n’a pas de sens ponctuellement en z = 0.
iii) On obtient bien stir une définition équivalente en remplacant ¢ par ¢ dans (6.1.1).

iv) L’hypothése que f est localement intégrable est ’hypothése minimale pour donner un
sens a fQ fodzx.

Définition 6.5 (Espaces de Sobolev d’ordres supérieurs). On dit qu’une fonction a ap-
partient a l'espace de Sobolev H*(Q)) si a appartient & H'(Q) et si les dérivées au sens
faible L* de a appartiennent o H(Q).

Plus généralement, on peut définir par récurrence des espaces H®(Q) pour tout entier
k € N* : on dit que a appartient a H*(Q) sia € H*1(Q) et si les dérivées (au sens faible)
de a appartiennent a H*"1(Q). L’espace H®(Q) est l’intersection de tous ces espaces.

Remarque 6.6. Cette définition est similaire & celle de I'espace des fonctions C* : une

fonction C* est une fonction C' dont les dérivées sont aussi des fonctions C*~1.
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6.2 Inégalités de Poincaré

Une inégalité de Poincaré est une inégalité qui permet de controler la norme L? d’une
fonction par la norme L? de son gradient. Ces inégalités jouent un role fondamental en
analyse. Il en existe de nombreuses versions et nous allons en discuter certaines dans cette
section. On donnera deux applications simples : (i) probléme en temps grand pour une

équation parabolique et (ii) résultat d’existence pour un probléme elliptique.

6.2.1 Introduction

Nous commencons par démontrer la version la plus simple de I'inégalité de Poincaré.

Lemme 6.7 (Inégalité de Poincaré-Wirtinger). Supposons que u € C(R) est T-périodique.
Si fo t)dt =0 alors

(/OT|u(t)|2dt)% < % </OT|u'(t)|2dt)é.

Démonstration. La démonstration s’obtient facilement & partir de la décomposition en
séries de Fourier des fonctions appartenant a L?(]0, T[). Considérons le produit scalaire
usuel : fo g(t)dt. On pose alors ey (t) = T2 exp(2iknt/T). Ces fonctions

sont T—perlodlques et on a (ek, e;) = OL. Introduisons les coefficients de Fourier

2i7rkt
U = (u,ex) \/_/ exp T )dt.

En intégrant par parties, on vérifie que les coefficients de Fourier de u vérifient

2@'7rkt 2im
uk \/_/ exp - )d:—kuk

On en déduit grace a la formule de Plancherel appliquée a u et a v’ que

: , TN T
[ o= ju = 3 jul < 3wtk = (3) [ W

keZ keZ* keZ*

ot I'on a utilisé que 4y = T2 fOT u(t)dt = 0. O

En guise d’illustration, démontrons le résultat suivant sur le comportement en temps long

des solutions d'une équation de la chaleur a coefficients variables.

Proposition 6.8. Soit u = u(t,z) une fonction de classe C* sur R x R, 2w-périodique

en x, et solution de l’équation de la chaleur

ou

E - 6x(’y(ﬂv)8zu) =0
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ot v est une fonction C*°, 2w-périodique et minorée par une constante positive. Si la
moyenne fjﬂ u(0, ) dx s’annule, alors il existe une constante C' telle que, pour tout temps
t>0,

/ u(t, r)? dr < e_tc/ u(0, x)* dx.

Démonstration. Si v = 1 on obtient ce résultat facilement & partir de la décomposition
de la solution en séries de Fourier et de l'identité de Plancherel. Pour v # 1 on procéde
de la fagon suivante. Notons d’abord que, par périodicité en =,

d ™

pn u(t,z)de = O (v(z)0pu) dz = 0.

—T
On en déduit que f:r u(t,x)dzr = 0 pour tout temps t > 0 puisque cette propriété est
vraie initialement par hypothése. Ceci va nous permettre d’utiliser I'inégalité de Poincaré-

Wirtinger. Ensuite on multiplie I’équation par u et on intégre sur [—7, 7] pour obtenir

s [ utardss [ @@ty ae—o.

—T

Comme ~ est minorée par une constante strictement positive, l'inégalité de Poincaré-

Wirtinger assure que

/7r u(t, z)*dz < %/ﬂ v(2)(9pu(t, x))* du,

—T —T

pour une certaine constante C'. L’'inégalité voulue provient du lemme de Gronwall. O]

6.2.2 Inégalité de Poincaré

Remarquons que I'inégalité de Poincaré-Wirtinger est clairement fausse pour les fonctions
constantes (pour une fonction u constante on ne peut pas controller la norme L? de u par la
norme L? de sa dérivée u'). L’hypothése que u est de moyenne nulle permet de “filtrer” les
fonctions constantes. Une autre fagon de filtrer ces fonctions constantes consiste a supposer
que u s’annule, en un certain sens, sur une partie de 'ouvert. Nous allons maintenant
démontrer une inégalité de Poincaré, fondamentale pour les applications, ot ’'on suppose
que u s’annule sur le bord. C’est une autre facon de filtrer les fonctions constantes. Nous

allons considérer le cas général ot §2 est un ouvert de R™ avec n entier non nul quelconque.

Il faut d’abord préciser dans quel sens la fonction s’annule sur le bord. Pour cela, nous
allons considérer des fonctions qui sont limites de fonctions nulles sur un voisinage du
bord.

Définition 6.9. On définit 'espace H}(Q)) comme 'adhérence de C$°(2) dans H ().
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Théoréme 6.10 (Inégalité de Poincaré). Supposons que 2 est inclus dans le rectangle
R={x=(2,2,) e R xR : |x,| < R}. Alors, pour tout u € H}(Q), on a

(6.2.1) ull 2y < 2RIV ull 2

Démonstration. Comme C§°(€2) est dense dans H}(Q) par définition et comme les deux
termes de l'inégalité (6.2.1) sont continus pour la norme |||, il suffit de démontrer
(6.2.1) pour u € Cg°(Q). Si u € C§°(£2) on peut étendre u par 0 en une fonction définie
sur la bande R, que 'on note encore u. Comme u s’annule au bord de cette bande, on

peut écrire

w(z' x,) = Rl %(x',t) dt.

L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique que

on nl Ju 2
u(@, z,)? < (/ 1dt>/ 2, t)| dt.
et )P < () var) [
On en déduit trivialement que
R R 2
(', 2)[* < (/ 1dt>/ Ou v v a.
—R —R 8xn

Puis, en intégrant par rapport a la variable 2’ sur R®~!, on obtient

/ lu(z!, ) dz’ < 2R //
Rn-1 R

En intégrant ensuite par rapport a la variable x,,, il vient

2
o da’dt < 2R||Vullfs gz, -

ou (/. 1)

//R [u!, )| da'd, < (2R)? | VullZary

d’ou I'inégalité voulue. O]

6.2.3 Application au probléme de Dirichlet homogéne

Considérons une fonction V' € L*°(Q), positive ou nulle, une fonction F définie sur €
et une fonction f définie sur le bord 0€2. Le probléme dit de Dirichlet est le probléme

suivant : peut-on trouver une unique fonction u vérifiant
—Au+Vu=f dans(, ulon = g.

Nous allons dans ce paragraphe considérer le cas ot g = 0 (et nous disons qu’il s’agit du

probléme homogéne). Le cas non homogéne sera traité ultérieurement.
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Pour u et v appartenant & H'(2), on introduit
B(u,v) = / (Vu - Vv + Vuv) dz.
0

C’est une application bilinéaire. La forme quadratique associée a B est appelée 1’énergie

de u, elle est donnée par
E(u) = B(u,u) = / (|Vu(x)|2 + Vu?) dz.
Q

(C’est une quantité positive ou nulle car V' > 0 par hypothése.)

Lemme 6.11. La forme B est un produit scalaire sur H}(Q) et Uapplication u — E(u)'/?

est une norme équivalente a la norme ||| g1 (q)-

Ce lemme est une conséquence directe de 'inégalité de Poincaré qui implique que pour
u e H (D),
1
L+ [Vl
Définition 6.12. Soit f € L*(Q). Une fonction u € HY(Q) est une solution faible du

probléeme de Dirichlet homogéne

E(u) < [lullzq) < (1 +CQ?) [ Vullz. < 1+ C(Q)*)E(w).

—Au+Vu=f ulsgo=0,

si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

i) u est une solution faible de —Au+ Vu = f au sens déja vu au chapitre précédent :
Vo € CL(9), / (Vu Vo + Vu¢> Az = / fédu.
Q Q

i) u € HY(Q) (c’est le sens que nous donnons au fait que u s’annule sur le bord ; nous

reviendrons sur ce point plus tard).

Proposition 6.13. Pour tout f € L*(2), le probléme de Dirichlet
—Au+Vu=f, ulsgq=0,

a une unique solution faible u € Hy ().

Démonstration. Lapplication ¢ +— (f, ¢)r2 est une forme linéaire continue sur L*()
et donc a fortiori une forme linéaire continue sur (H}(Q), ||| i) Puisque la norme
[l 71y domine la norme ||| >, par définition. Posons ||u||H%(Q) = /B(u,u). Nous
avons vu que c’est une norme équivalente a la norme ||-|[ ;1. On en déduit deux choses.
D’abord Papplication ¢ — (f, ¢)z2 est une forme linéaire continue sur (H} (1), H-HH&(Q)).
Et deuxiémement, I'espace Hj () est un espace de Hilbert pour le produit scalaire B, -).
On peut alors appliquer le théoréme de représentation de Riesz pour déduire 'existence
et I'unicité d’un élément u de H}(Q) tel que B(u,v) = (f,v)r2 pour tout v € H}(Q).

Comme C}(Q2) C H}(Q), ceci démontre I'existence et 'unicité d’une solution faible. [
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6.3 Analyse de Fourier et espaces de Sobolev

Etant donné un ouvert Q quelconque de R”, nous avons déja introduit les espaces de
Sobolev H*(Q) ot k est un entier naturel. Nous avons également rappeler dans un autre
chapitre que I'on peut étendre la définition de la transformée de Fourier a I’espace L?(R™).
Dans le cas particulier €2 = R™, en utilisant cette transformée de Fourier, nous allons
définir et étudier dans cette section les espaces de Sobolev H*(R™) ou l'indice s est un

nombre réel positif quelconque.

6.3.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 6.14. Soit s € [0,4+o00[. On dit quune fonction u € L*(R") appartient
Uespace de Sobolev H*(R™) si

JaigeriaoPr ds < oo
Notation 6.15. Nous utiliserons souvent la notation abrégée
(&) = (1+ )=
Avec cette notation, la définition précédente se reformule en disant qu'une fonction u €

L*(R") appartient & H*(R") si et seulement si (£)*u appartient & L*(R").

Si Q@ = R", on a donc deux définitions possibles pour les espaces H¥(2) avec k € N.
L’équivalence entre ces deux définitions est un résultat dont la démonstration est laissée

en exercice.

Il est possible d’étendre cette définition a s € R en utilisant la théorie des distributions

tempérées.

Définition 6.16. Soit s € R. On dit qu’une distribution tempérée u € S'(R™) appartient
a Uespace de Sobolev H*(R™) si (£)*u appartient a L*(R™).

Remarque. Les étudiants qui ne sont pas familiers avec la théorie des distributions

peuvent se borner & considérer le cas s > 0. C’est le cas le plus important dans la pratique.

Proposition 6.17. Soit s € R. Muni du produit scalaire

(1, 0) - = (27)" / (1+ [€P)°a(6) FE) o,

et donc de la norme
lull e = (2m) 2 [ (1 + [€]7)*2a| .

lespace de Sobolev H*(R™) est un espace de Hilbert.
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Démonstration. L’application u — (2m)™/2(1 4 |¢|?)*/?0 est par définition une bijection
isométrique de H*(R") sur L?(R"). Ce dernier espace étant complet, il en est de méme

de H*(R™) muni de la norme définie ci-dessus. O
Rappelons que la classe de Schwartz S(R™) a été introduite a la définition 5.7.
Proposition 6.18. L’espace S(R™) est dense dans H*(R™) pour tout s dans R.

Démonstration. Considérons I'isométrie u — (27)~2(14|¢[?)*/?u de H*(R™) sur L*(R™).
L’isométrie inverse transforme le sous-espace dense S(R™) de L*(R™) en un sous-espace
dense de H*(R™). Or cette application est une bijection de S(R™) sur lui-méme. On en
déduit que S(R™) est dense dans H*(R™). O

Proposition 6.19. Pour tout nombre réel s > n/2,
H*(R") € C°(R™) N L™(R™),
avec injection continue.

Démonstration. D’aprés Cauchy-Schwarz, pour tout f € S(R"),

~

f

o <@Ll f

et on en déduit le résultat par densité de S(R™) dans H*(R™). O

(6.3.1) 1Al e <

L27

Théoréme 6.20. Pour tout nombre réel s > n/2, le produit de deux éléments de H*(R™)
est encore dans H*(R™). De plus, il existe une constante C' telle que, pour tout u,v dans

Hs (Rn) )

|uv] e < C [l Hs vl Hs -

Démonstration. La preuve repose sur l'inégalité suivante : pour tout &, 7 dans R", on a
Vs> 0, (1+[g) 7 <2 { (L4 [€ - nD) 4 (1+ In?) 2},

qui se déduit de l'inégalité triangulaire et de la majoration (a + b)" < 2"(a” + b") pour
tout triplet (a, b,7) de nombres positifs. Ecrivons alors que pour tout u,v dans S(R"), on

a (vérifier la formule suivante en exercice)

a(€) = (2m)" / ae — n)o(n) dn.

En multipliant les deux membres par (£)® et en utilisant I'inégalité précédente, on trouve
© [@(©] < ¢ [ (€= late -l ) Bl dv-+C [ @~ )l ) o) dn.
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Si s > n/2 alors F(H*(R")) C L'(R") comme nous I'avons déja vu (cf (6.3.1)). On
reconnait alors ci-dessus deux produits de convolution entre une fonction de L!'(R") et
une autre de L?(R"), qui appartiennent a L*(R"). Ce qui implique que (£)*uv € L*(R"),
d’otu le résultat voulu uv € H*(R"). O

Nous avons vu que, tout nombre réel s > n /2, le produit de deux éléments de H*(R™) est
encore dans H*(R"™). La proposition suivante montre que 'on peut définir également le

produit ¢u pour tout ¢ € S(R™) et tout u € H*(R"™) avec s € [0, +00| quelconque.

Proposition 6.21. Pour tout s € R, siu € H*(R™) et ¢ € S(R"™) alors pu € H*(R™).

Démonstration. La preuve utilise une inégalité, appelée inégalité de Peetre, qui énonce

que pour tout &,n dans R, on a
Vs €R, (1467 < 2M(L + [n*) (1 + |€ — ).
Supposons s > 0. Pour obtenir cette inégalité, il suffit d’utiliser 'inégalité triangulaire
LHIEP <1+ (nl + 1€ —n)* < 1+ 200" + 216 —n* < 2(1+ ") (1 + 1€ = nl*),

puis d’élever les deux membres a la puissance s > 0. Si s < 0, alors —s > 0 et 'inégalité

précédente entraine
(L) <27+ )+ 16 —nf*) ™

On obtient le résultat voulu en divisant par (1 + |n|?)~5(1 + |€[*)~*.

On procéde alors comme dans la preuve du théoréme 6.20. En effet, on peut encore écrire
pour u € H*(R™) et ¢ € S(R™), pu(§) sous la forme d’un produit de convolution. Comme
(0)P(C) est dans la classe de Schwartz, 'inégalité précédente permet de faire apparaitre

le produit de convolution d’une fonction de L' et de (n)*|i(n)| qui est dans L. O

Proposition 6.22 (Interpolation dans les espaces de Sobolev). Soit s; < so deux nombres
réels et s €]sy, s3], Ecrivons s sous la forme s = as; + (1 — a)sy avec a € [0,1]. 1l existe

une constante C(sy, s2) telle que pour tout v € H*>(R"),

Jull 25 -

Hs < 0(81782) ||u||?{31

[l

Démonstration. Ecrivons que

lul%. = @m) / () [a(e)? de
— (2m)" / (€)% (€)= (€200 [a(e) 20— dg

de sorte que l'inégalité voulue est une conséquence de I'inégalité d’Holder. O
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6.3.2 Injections de Sobolev

Nous commencons par étudier l'injection des espaces de Sobolev dans les espaces de
Holder.

Théoréme 6.23. Considérons s €0, +oco[, k € N et o €]0, 1] tels que

s>g+k—i—0z.

Alors H*(R™) s’injecte continiment dans l'espace de Holder C**(R™) donné par la défi-
nition 5.25.

Démonstration. Nous allons montrer un résultat plus fort, valable pour tout s € R. Nous
allons montrer que H*(R") s’injecte continiiment dans 'espace de Zygmund ci (R™).
Le théoréme s’en déduit alors car nous avons montré que C: "/ (R") ¢ CH*(R™) si
s > n/2+k+a. Soit u € H*(R"). Considérons sa décomposition dyadique : u = - - | u,.
Alors

up(x) = (2m) " / e ,(6) dE = (2m) 7" / e ,(€) dg

Cp
on C, = {€ e R™ : 2771 < |¢] < 2771} Alors

lugll, < (27)°" / a,(6)] de

Cp

< (2m)7" ( /C (11++2—2’<£‘21>) (I df) 5 ( /C p df)

< K2p(n/2=s) |l

-
=

Hs >

d’oul le résultat. O

Nous allons maintenant étudier 'injection des espaces de Sobolev H*(R™) dans les espaces
de Lebesgue LP(R™). C’est une propriété fondamentale, que nous utiliserons par exemple
plus tard dans le cadre de la théorie de De Giorgi-Nash—Moser.

Théoréme 6.24. Soit n > 1 et s un réel tel que 0 < s < n/2. Alors l’espace de Sobolev

H*(R™) s’injecte continiment dans LP(R™) pour tout p tel que

2n
2<p< :
n — 2s

Démonstration. Nous allons montrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout

feSMR"), on a

2n
— 25

632 p=-2 = Wl <Clle = ([ leIRef a)”
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C’est un résultat plus fort que celui énoncé. En effet, si p < 2n/(n — 2s) alors il existe

s' € [0, 5] tel que p = 2n/(n —2¢') et alors |[f||,, < C|f]lge < C|If]
s 2s’ 2s

g+ par || f]lzs car on n’a pas [£]”° < €] pour

g+ (attention : on
<)
Nous utilisons la démonstration de Chemin et Xu qui repose sur la mesure des ensembles

de niveaux. Nous noterons {|f| > A} Uensemble {z € R" : |f(x)| > A} et |[{|f] > A}| la

mesure de Lebesgue de cet ensemble.

ne peut pas majorer || f]|

Considérons une fonction f € S(R"™). On peut supposer sans perte de généralité que

| fll 7= = 1. On part de l'identité classique (voir le lemme 8.1 au chapitre 8),
+00 .
117 =p/ APTULf] > A} d
0

Pour majorer |{|f| > A}|, nous allons utiliser une décomposition en termes de basses et

hautes fréquences. Pour tout A > 0, nous allons décomposer f sous la forme

f =g\~ hy

ol, pour une certaine constante A, a déterminer,

~

RO =) st [E<A, pO=0 si [¢{>A,
=0

(€ s el <Ay @ =FE) s> A
Alors, d’aprés 'inégalité triangulaire,

{IF1> 2} {laal > A/23 U{lha] > A/2} .

Nous allons choisir la constante Ay de sorte que {|gx| > A\/2} = 0. Alors on aura

4
{1 A < [l > A2} < 5 1hall72

car

)\2
172 > / [Pl dar > - [l > A/2}.
{lhal>A/2}

En combinant les observations précédentes, on conclut
o0 5
(6:33) 90 <ap [ 2 Il ax
0

Choix de Ay. D’apres le théoréme d’inversion de Fourier, on a

1 1§ 2~ — 1 iacf/\ ‘
e R0 = | [ e ioag.
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Comme 2s < n, on peut utiliser 'inégalité de Cauchy-Schwarz et écrire que

(@) < (Qi)n ( /5 . €17 ol&)é ( / €l !f(f)}zdﬁ)é-

En passant en coordonnées polaires, on obtient

Ay n—1 An—QS
/ ’£|—28 d§ :/ / Tn—1—2s d@dr — IS | A )
lel<Ax 0 Jsn n—2s

Comme || f|| 75 = 1 par hypothése, on obtient finalement

S

||g)\||Loo S Cl(S,TL)AE_ .

On définit alors A, par

n_g A
Ci(s,n)A} =~ = 35

Alors ||ga]| 0« < A/2. Comme par ailleurs gy est une fonction continue (c’est la transformée
de Fourier d’'une fonction intégrable), on en déduit que {|g\] > A/2} = (), ce qui est le

résultat voulu.

Fin de la démonstration. Par définition de hy, en utilisant 'identité (6.3.3) et la formule

de Plancherel, on trouve

+o0 .
I < vz [ [ R agan
0 [€1>Ax
Par définition de A, si |{] > A, alors
A< A®) = 2C(s,n) [€]77°,

donc, en utilisant le théoréme de Fubini, il vient
ORI WS
11 < aptem [ [ i) (o ae,
n \Jo

112, < Cas,n) / AEP 2| F()) de,

Rn
Comme 2 —s=2 on a
2 p?

A(€) < Ci(s.n) [¢]7 .
On obtient finalement

n(p—

2T de,

111, < Catsvm) [ e

ce qui est le résultat voulu. O
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2
Corollaire 6.25 (Inégalités de Gagliardo-Nirenberg). Soitn >3 et2 <p < _n2 Alors,
n —

il existe une constante C' telle que, pour tout u appartenant a H'(R™), on a

el ey < C llull 2y 1Vl T -

n(p —2)
2p

avec o =

Démonstration. Pour la valeur de o qui est donnée par 1’énoncé, il suit directement de
(6.3.2) que I'on a I'inégalité |lul|,;, < C |lul|go. On déduit alors le résultat par un argument

d’interpolation. Précisément, on utilise le fait que I'inégalité de la proposition 6.22 reste

vraie quand on remplace les normes ||-|| ;s par les semi-normes |||z, ; ce qui se démontre

en remplacant (£) par |¢| dans la démonstration. O

6.4 Espaces de Sobolev définis sur un ouvert quelconque

Considérons maintenant un ouvert quelconque €2 de R™. Nous allons voir dans ce pa-
ragraphe quelques résultats techniques trés utiles pour étudier les espaces de Sobolev
H'(2). Nous commencerons par étudier la régle de Leibniz dans les espaces de Sobolev.
Nous verrons ensuite un critére qui permet de montrer qu’une fonction appartient a H'(Q)
et appliqueront ce critére pour démontrer un résultat de changement de variables dans
les espaces de Sobolev. Nous utiliserons aussi ce critére pour montrer comment étendre
un élément de H'(2) en un élément de H'(R™).

Rappelons que, par définition, une fonction u € L?(Q2) admet une dérivée au sens faible

dans L*(Q) par rapport a la variable z; si il existe v; € L?(Q) telle que

(6.4.1) / vjpdr = / um dz, Vo € C5°(9).
On note v; = Ju/0x; ou simplement J;u.

Proposition 6.26. Soit Q un ouvert de R™. Soit w € H*(Q) et v € CH(Q) (lindice
b signifie que v et ses dérivées sont des fonctions bornées sur ). Alors le produit uv

appartient o H'(Q), les dérivées au sens faible vérifient

(6.4.2) 0;(uv) = udju + (Qju)v, j=1,...,n,
et on a
(6.4.3) [woll iy < 2wl gy lollwice () -
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Démonstration. Comme le produit d'une fonction f dans L>(Q2) et d’une fonction g de
L?(Q2) appartient a L?(€2), on obtient que uv appartient a L?*(€2) et que si (6.4.2) est vraie,
alors on a lestimation (6.4.3). Nous devons montrer que uv a une dérivée au sens faible
dans L?(2) et que la relation (6.4.2) est vérifiée. Soit ¢ € C3(Q). Alors ¢ = vy appartient
a C}(92) on peut appliquer (6.4.1) pour écrire

/Q (Oju)vpdr = — / ud; (vyp) da,

Q
ce qui implique

—/ (uﬁjv+(8ju)v)g0dx:/uvajwdx.
Q

Q
De plus on vérifie que ud;v + (9;u)v est une fonction de L*(2) (trivialement, car u et d;u
appartiennent a L?*(Q) alors que v et d;v appartiennent a L>°(2)). Alors, par définition
de la dérivation au sens faible, on conclut que uv a une dérivée au sens faible dans L?(£2)

par rapport a la variable x; et que cette dérivée vérifie (6.4.2). O]

Nous montrons ensuite un critére d’appartenance a H*(2) qui est basé sur un argument
de dualité.

Proposition 6.27. Soit Q un ouvert de R™ et soit u € L*(Q). Alors u admet une dérivée
au sens faible dans la direction x; si et seulement s’il existe une constante C' > 0 telle
que, pour tout ¢ € C3(Q),

(6.4.4) ' [ udroas] <ol

Alors uw € H'(Q) si seulement si le résultat précédent est vrai pour tout 1 < j < mn.

Démonstration. Si u admet une dérivée au sens faible dans la direction z; alors il suit
de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de (6.4.1) que l'inégalité (6.4.4) est vérifice avec C' =
1 0;ull 120 e point délicat est de montré la réciproque. Pour cela considérons I'application
linéaire ©: C}(Q) — C définie par

O(¢) :/Quﬁj(bdx.

Cette application est bien définie (c’est immeédiat) et l'inégalité (6.4.4) implique que
9(0)] < Cl¢ll2(). Comme Cj(Q) est dense dans L*(Q2), ceci signifie que 'on peut
étendre © par continuité en une forme linéaire continue sur L?*(2). Le théoréme de repré-

sentation de Riesz implique lexistence d’une fonction w; € L*(2) telle que

0(0) = (0.w;) = [ omjde
Q
En posant v; = —wy;, on obtient (6.4.1) ce qui démontre le résultat voulu. O
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Nous sommes maintenant en mesure de montrer que la notion d’espace de Sobolev est

invariante par diffeomorphisme.

Proposition 6.28. Considérons deux ouverts €2y et Qg ainsi qu’une bijection 0: 2y — €y
telle que :

— 0 eCH (), 07 € CY () ;

— V0 est bornée sur Qy, VO~ est bornée sur .
Siu € HY (), alors uo € HY(Q) et de plus, les dérivées au sens faible de u o 0 sont

a—%(uOG) —Z (axk OQ) 8gjj’

k=1

données par

ot 1 < j<mn etouon anoté by la k™ coordonnée de 6 (0 = (04,...,0,).

Démonstration. Nous donnons la démonstration uniquement dans le cas n = 1, Q; =Ja, b]
et Qy = 0(]a,b]) =|c,d| et renvoyons au livre de Brézis pour le cas général. Considérons
u € H'(Je,d]). Le fait que u o @ appartient a L?(]a, b[) provient des résultats généraux
sur l'intégration. Aussi, il suffit de montrer qu’il existe C' > 0 telle que, pour tout ¢ €
Cs(Ja,b]), on a

b
/ u(6(x)) (x) dz

< Clollz2gapy -

En posant y = 0(x), on vérifie que

[ utowysaas| - | [ u<y>¢'<e-1<y>><e-1>'<y>dy\.

Posons ¢ = ¢ o 7. En écrivant ¢/ (07 (y)) (071 (y) = ¢/, on voit que

/ " u(0(2)6' () e / "uw)e ) dy\ |

Or, comme u € H'(J¢,d[), par définition de la dérivation au sens faible et en appliquant

I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

d d
/ u(y)so’(y)dy‘z / u’(y)w(y)dy\snu'nmc,d[) .

Ce qui conclut la démonstration car [¢|l2q.qp < C |9l 12(ap comme on peut le voir
en utilisant encore une fois la formule de changement de variables pour une intégrale et

I’hypothése que la dérivée de 6 est bornée. O

Rappelons que Uespace H} (2) a été défini au début de ce chapitre comme étant 'adhérence

de C5°(Q) dans H' ().
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Proposition 6.29. Soit ) un ouvert quelconque de R™. Etant donné une fonction u

définie sur 2, notons u la fonction définie par

~ u(z) six €,
0 six e R™\ €.

Alors, pour tout uw € HL(Q), la fonction U appartient ¢ H'(R™).

Démonstration. Soit v € H'(2). Nous avons déja vu qu’il existe une constante C' telle
que, pour tout 1 < j <n et tout ¢ € Ca(Q),

’ /Q 0(9;6) da

Le point clé est de montrer que, si u € Hy(f2), alors

< Cléll 2y -

(6.4.5) ’ /Q u(9;0) dz

< Ol 120 -

pour toute fonction ¢ € C§(R™) (insistons sur le fait que 'on ne suppose pas que ¢ est a
support dans ). Pour obtenir ce résultat, notons que par définition de HJ(f2), il existe
une suite (u,,) de fonctions appartenants a C}(2) et qui converge vers u dans H'(2). Pour

toute fonction ¢ qui est C! et a support compact dans R", on obtient que

< N0unll 2oy 191l 220

/Q un(0;¢) dx

- | [@u)oas

En passant a la limite on obtient (6.4.5). Maintenant, pour tout ¢ € C3(R"), on a direc-

/Rn W(0;6) de| = ‘/Qu(aqu) dz

D’apreés la proposition 6.27, ceci implique que u appartient a H!(R™). O

tement

< Cl#ll 2y < Clidll L2y -

Proposition 6.30. Soit Q un ouvert borné. Supposons que u € H} () est une fonction

a support compact et que suppu est a une distance strictement positive de 0S2. Alors

u € H)(Q).
Démonstration. La démonstration est similaire & ce qui précéde. On admet le résultat. [

La proposition suivante donne un autre exemple de situation ou I'on peut prolonger ex-
plicitement une fonction & R™ en préservant la propriété d’appartenir & un espace de
Sobolev.
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Proposition 6.31. Notons R’} le demi-espace tel que x,, > 0. Soit u € Hl(]R?r). Notons

u* la fonction définie sur R™ par

. u(z) st x, >0,
u'(r) = , ‘
u(z', —x,)  six, <0,
ot &' = (z1,...,x,-1). Alors u* € H'(R™) et Uapplication u — u* est continu de H*(R'.)

dans H'(R™) avec une norme d’opérateur majorée par 2.

Remarque 6.32. Soit B la boule de centre 0 et de rayon 1. Notons B, = BNR’ . Nous
utiliserons ci-dessous le fait que le résultat précédent est vrai lorsqu’on remplace R’} par

B, et R" par B. La démonstration est la méme.
Démonstration. Admis. Voir le livre de Brézis. ]

Pour certains ouverts €2, en combinant les deux résultats précédents, nous allons pouvoir
étendre n’importe quelle fonction u € H'(Q). Pour cela il faut faire une hypotheése sur
qui va nous permettre de se ramener au deux cas traités précédemment. Introduisons les

notations suivantes :
B=DB(0,1), B.=Bn{(@ z,);2 €eR" ' z,>0}, By=Bn{(z,0); 2 € R"'}.

Définition 6.33. On dit que Q est de classe C* si Q) est un ouvert dont la frontiére OS) est
bornée et s’il existe un nombre fini d’ouverts U; et d’applications 6;: U; — B, 1 <i < N,
tels que

2. 0; est une bijection de U; sur B telle que 0; € CY(U;), 0,1 € C1(B) et

071 (By)=U;nQ, 0;4By) =U;NoN.

Théoréme 6.34. Si Q est un ouvert C', alors il existe un opérateur linéaire d’extension
E borné de H(Q) dans H'(R"), tel que pour tout u € H'(Q), la restriction de Eu a

est égale a u et tel que [|Eull g gy < C'l[ull g (gny-

Démonstration. Posons O = Q UY, U;. D’aprés le théoréme des partitions de I'unité, il
existe des applications (p,...,(y telles que, pour tout indice 0 < ¢ < N, (; vérifie les

propriétés suivantes :
1. G eC®(0),0<¢ <1,
N
2. pour tout x € O, ona ) . ,((x) =1,

3. Qe () et (eCP(U;) pour 1 <i < N.
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Pour 0 < ¢ < N, notons u; = (u. On définit vy = ug. Alors vg € HY(R"). Pour 1 <i < N,
on commence par définir w; = u; o ;1. Cette fonction appartient & H'(B,). On peut
I’étendre en une fonction w; appartenant & H'(B). Alors w; o §; appartient & H'(U;) et la
fonction (;w; appartient a HJ(U;). On pose alors v; = Q/}\/w, c’est-a-dire que 1’on prolonge
Csw; par 0 sur R™\ U;. Alors la fonction v définie par v = U0—|—Z£\;1 v; vérifie v € H'(R") et
v|q = u. De plus lopérateur P: u + v est linéaire et continue de H'(Q) dans H'(R™). O

Corollaire 6.35. Si Q est un ouvert C*, alors C=(Q) est dense dans H'(Q).

Démonstration. Soit u € H*(2). Alors I'extension v = Pu € H'(R") est la limite dans
H'(R"™) d’une suite de fonctions appartenant & C{°(R™). En restreignant ces fonctions a

(), on obtient une suite de fonctions C*(Q2) qui converge vers u dans H'((2). O

6.5 Injections compactes

Nous allons voir dans ce paragraphe comment déduire du résultat précédent sur les espaces
de Sobolev H*(R™) un résultat analogue sur 'espace H}(Q2) ot 2 est un ouvert quelconque.
Dans ce contexte, en supposant que {2 est bornée, nous pourrons de plus obtenir des

injections compactes.

Théoréme 6.36 (Théoréme de Rellich-Kondrachov). Soit n > 2 et soit 2 un ouvert
borné de R"™ quelconque. Si 2 < q < 2n/(n —2), alors H}(Q) s’injecte de fagon compacte
dans L1()).

Démonstration. Considérons une suite (u,,) qui est bornée dans H}(€2). Alors cette suite
admet une sous-suite (ug(m)) convergeant faiblement dans H'(Q2) car H'(£2) est un espace
de Hilbert. Notons u € H*(Q2) la limite faible. Comme HJ(f2) est fermé par définition, il
est aussi fermé au sens faible d’aprés la proposition 4.16, et on en déduit que u € Hj ().
Quitte a remplacer w,, par ugm,) —u, on peut supposer sans perte de généralité que la suite
(u,,) converge faiblement vers 0 dans H!'(2). Pour démontrer le théoréme, nous devons

montrer que (u,,) converge fortement vers 0 dans L?(2) pour 2 < g < 2n/(n — 2).

Lemme 6.37. Notons u,, la fonction obtenue en prolongeant w,, par 0 sur R™\ Q. Alors
U appartient o HY(R™), la suite (,,) est bornée dans H'(R™) et converge faiblement vers
0 dans H'(R™).

Démonstration. La proposition 6.29 implique que (,,) est bornée dans H'(R"). De plus,

la démonstration de la proposition 6.29 montre que la dérivée au sens faible de u,, vérifie

Ojtim = Ojuy,. Alors, en notant (-,-) g1y le produit scalaire de H'(R™), pour tout v €
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H'(R™), on peut écrire que
(U, V) 1y = / Upv dx + Vau,, - Vudz
n Rn

:/ Uy dx + %;-Vvdm
n R'ﬂ

:/umvdx—l—/Vum~Vvdx:(um,v)H1(Q).
Q Q

Or (U, v)m1(q) converge vers 0 quand m tend vers +o0o. Ceci montre que ,, converge

faiblement vers 0 dans H'(R"), ce qui conclut la démonstration du lemme. O

La démonstration du théoréme de Rellich-Kondrachov repose alors essentiellement sur le

lemme suivant.

Lemme 6.38. Soit (w,,) une suite bornée dans H'(R") et convergeant faiblement vers 0
dans L*(R™). Alors, pour tout 2 < q < 2n/(n — 2) et pour toute fonction x € C°(R™), la

suite (xwy,) converge fortement vers 0 dans LI(R™).

Démonstration. La démonstration est en deux étapes. On montre d’abord le résultat pour

q = 2 puis on considére le cas général.

Cas q = 2. Posons v, = xw,,. Comme la multiplication par une fonction de la classe de
Schwartz est continue de H'(R") dans H'(R"), on en déduit que la suite (v,,) est aussi
bornée dans H'(R™). Par ailleurs, v,, = xYw,, appartient a L'(R") en utilisant le fait que

v est & support compact. On peut alors considérer sa transformée de Fourier

Tn(e) = / ey () ()

D’aprés 'identité de Plancherel, pour montrer que (v,,) converge fortement dans L*(R™), il
nous suffit de montrer que (v,,) converge fortement vers 0 dans L?(R™). Pour cela utilisons

ol R est un paramétre arbitraire. La convergence faible de (u,,) vers 0 dans L*(R")
entraine que, pour tout £ € R, 0,,(£) converge vers 0 quand m tend vers +oo. D’aprés
ce qui précéde, on peut appliquer le théoréme de convergence dominée pour montrer
que f\EISR 0 (€))7 d€ tend vers 0 quand m tend vers +oo. Par ailleurs, on la majoration

évidente

/T\n 2d 1 2 /\m 2d
[P s o [ ariePmeras

1 2\ |~ 9 (2 )n )
< 1 o (l L
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Comme (v,,) est bornée dans H'(R"), on peut rendre le terme f|£‘> R |0 (€)|? d€ arbitrai-

rement petit en prenant R assez grand. Ce qui achéve de démontrer que (v,,) converge
vers 0 dans L*(R").

Cas général. Soit 2 < q < 2n/(n — 2). Alors il existe C' > 0 et A € [0, 1] tels que, pour
tout u € L2(R™) N L*/("=2(R"), on a

1-X A
[ell o < Cllull g2 [l z2n /2 -

Nous avons vu plus que la suite (v,,) est bornée dans H'(R"). Le théoréme d’injec-
tion de Sobolev implique que v,, € L?(R") N L>®™=2(R") et que (v,,) est bornée dans
L#/(n=2) (R™). Le résultat voulu se déduit alors de 'inégalité précédente et du lemme

précédent qui implique que ||v,,||;2. converge vers 0. ]

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme. Considérons une fonction
X € C(R™) qui est telle que x(x) = 1 pour z € Q. Une telle fonction existe car  est
borné par hypothése. En utilisant les deux lemmes précédents on obtient que la suite (x,,)
converge vers 0 fortement dans L9(R"), ce qui implique directement que (u,,) converge
vers 0 fortement dans L7(£2). O

La démonstration précédente utilise crucialement une propriété des éléments de HE (), a
savoir que si on les prolonge par 0 en dehors de €2, on obtient une fonction qui appartient a
H(R™). Si © est un ouvert C'!, on a vu qu'il existe un opérateur d’extension. En procédant

comme ci-dessus, on peut en déduire le résultat suivant.

Théoréme 6.39 (Théoréme de Rellich-Kondrachov). Soit 2 un ouvert borné de R™ de
classe C* (ou le produit de n intervalles ouverts bornés).
— Sin>2et2<q<2n/(n—2), H(Q) sinjecte de fagon compacte dans L4(Q).
— Sin=1, HY(Q) s’injecte de facon compacte dans C°(Q).

Nous avions vu au début de ce chapitre I'inégalité de Poincaré-Wirtinger (lemme 6.7).
Nous allons maintenant déduire des injections de Sobolev une généralisation en dimension

quelconque.

Théoréme 6.40 (Inégalité de Poincaré-Sobolev). Soit Q un ouvert borné de R™ de classe
C' (ou le produit de n intervalles ouverts bornés). Etant donnée une fonction u € H* (),

notons uq sa moyenne sur ). Il existe une constante C(2) telle que
Vu e H'(), [u = uall 2y < C(Q) [[Vull 12 g,

Démonstration. Supposons par I'absurde que ce résultat est faux. Alors on peut trouver

une suite (u,) d’éléments de H'(Q) tels que

1
[ unla)da /run Par=1, [ [Fufo)fdrs
Q n
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Comme (u,,) est bornée dans H'(2), on peut extraire une sous-suite (u,,) qui converge
fortement dans L?(2) vers une fonction u. Comme Vu,, converge fortement vers 0 dans
L% on en déduit que (u,, ) est en fait une suite de Cauchy dans H'(2), qui converge dans
H'(©2). On en déduit que

/Qu(ac) de =0, /Q]u(x)|2dx _1, /Q|Vu(x)|2dx ~0.

Donc u est une fonction non nulle, constante et nulle en moyenne. D’ott la contradiction.
O

Le résultat précédent n’est pas quantitatif dans la mesure ou il ne dit pas comment la
constante C(€2) dépend de €. Payne et Weinberger ont démontré le résultat suivant : si

Q) C R" est un domaine ouvert et convexe, alors pour toute fonction v € H'(Q2), on a

diam €2

IVl

|lu — UQ”L? >

Pour conclure cette partie, nous allons reproduire ici la démonstration donnée par Poincaré

de I'inégalité qui porte son nom. Cette démonstration est trés élégante.

Théoréme 6.41. Soit n > 1. Il existe une constante C' = C(n) telle que, pour tout r > 0

et pour toute boule B de rayon r dans R™, pour tout uw € H*(B), on a

1 , 1/2 1 , 1/2
Bl lu —up|”dz <Cr Bl \Vu|” dz ,
B B

ou upg est la moyenne de u sur B.

Démonstration. On peut supposer que u est a valeurs réelles. La démonstration est basée

sur un argument de duplication :

1
w?de = / r)dr + —— [ u?*(y)dy.
!BI/ 21B| 2|B| Jp

Notons qu’on on peut supposer sans perte de généralité que ug = 0, de sorte que

1 2
— dz dzd
\BI/BU " 2|B) //B ()" dw dy.

(u(z) — u(y))* < |o — y|2/0 Vulte + (1 —t)y)[* dt < (27“)2/0 Vulte + (1 —t)y)[* dt.

Par ailleurs

Or, pour tout ¢t € [0,1], on a

1
// |Vu(tx+(1—t)y)|2dxdy:—n// V(o) |* do dy
B2 tB+(1—-t)y
//LB+<1 (o) [Vu() [ dordy,
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et

n

(0 tB)' < min (1, (1t_—t>n) 1B].

1
/ Lipy-ty(o)dy = ’B n 1
5 _

On en déduit que

|B|/ —2|B| {/lmin@’ =T }/IVUI da,

ce qui conclut la démonstration. O

6.6 Traces et probléme de Dirichlet inhomogéne

Dans ce paragraphe, on suppose de plus que {2 désigne un ouvert borné, connexe et C*°.

Sous ces hypothéses on disposes des résultats suivants, que 'on admet.

Théoréme 6.42. i) Lapplication « de restriction au bord, de C*(Q) dans C=(9Q) se
prolonge en une application linéaire continue surjective, notée encore v, de H'(Q) sur

L*(09).
i) Notons HY?(0Q) l'image de H'(Q) par l'opérateur ~y, que ’on munit de la norme
||U||H1/2(an) = Viun:fv ||U||H1(Q)
Il existe un opérateur de relevement R, borné de HY?(0SY) dans H(Q), tel que
Yo € HY2(Q), ~(Rv) =
Théoréme 6.43. Soit u € H' (). Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. vu = 0.
2. la fonction égale o u dans € et 0 dans R™ \ Q appartient o H'(R™).

3. il existe une suite d’éléments de C3°(Q2) qui converge vers u.
Théoréme 6.44. Pour tout f € L*(Q) et tout g € H'/?(09), le probléeme de Dirichlet
—Au+Vu=f, ulpg=yg,

a une unique solution faible u € H' ().

Démonstration. On se raméne & considérer un probléme de Dirichlet avec une condition
au bord nulle. Pour cela on cherche la solution u sous la forme u = U + R(g) avec de trace
nulle sur le bord, de sorte que y(u) = v(R(g)) = g. Alors u sera solution de —Au+Vu = f

si et seulement si

“AU + VU = f + AR(g) — VR(9).
Comme R(g) € HY(Q), on vérifie que F + AR(g) — V R(g) appartient au dual de H}()

et on peut résoudre le probléme précédent a I'aide du théoréme de Riesz. O
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Chapitre 7

Fonctions harmoniques

7.1 Propriété de la moyenne

Soit n > 2 et 2 C R™ un ouvert borné quelconque.

Définition 7.1. Soit u € C*(Q) une fonction a valeurs réelles. On dit que u est harmo-

Au = Z @%ju = 0.
j=1

Les fonctions harmoniques sont des fonctions remarquables. La propriété la plus specta-

nique St

culaire qu’elles vérifient est la propriété de la moyenne qui énonce que u(x) coincide avec

la moyenne de u sur toute boule centrée en .

Théoréme 7.2. Soit u € C*(QY). Alors u est harmonique si et seulement si u vérifie la

propriété de la moyenne : pour tout x € Q et r > 0 tel que B(x,r) CQ on a

1
) = 1B ) /B@,T) u

Démonstration. Introduisons la fonction

1
or) = |Bw|/qu y‘|B<o,1>|/Bm“(“TOd<‘

Comme ¢(r) converge vers u(x) lorsque r tend vers 0, il nous suffit de montrer que ¢(r)
est constante ou encore que ¢/(r) = 0. En dérivant 'intégrale puis en exploitant le fait
que Au = 0, on vérifie que
1
¢'(r) =

[B(0, V)] 50,1
_ - 2
_ |B(O’1>|/B(071)d1v<<|§| (Vu)(z +70)) d.

¢ (Vu)(z +r¢)d¢
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On utilise alors la formule de la divergence, qui énonce que pour un champ de vecteurs
X € CHU;R") ott U est un ouvert C' de R™ (une boule est un ouvert C'), on a

/didex: X -ndS.
U oU

Comme || = 1 sur le bord de la boule B(0, 1), ceci implique que

1
1B(0,1)] Jop,)

Or, en utilisant & nouveau la formule de la divergence et le fait que Au =0, on a

0= / Audr = / Onu(y) dS(y).
B(z,r) OB(z,r)

En combinant les résultats précédents on obtient le résultat voulu. O

¢ (r) = Opu(z 4+ r¢) dS(Q).

Nous allons voir plusieurs conséquences de la propriété de la moyenne. Commencgons par

le principe du maximum qui énonce que le maximum est atteint au bord.

Théoréme 7.3. Soit Q un ensemble conneze. Si u € C°(Q) N C?(Q) est une fonction
harmonique, alors

max u = max .
Q o0
De plus, s’il existe un point xo € § tel que u(xy) = maxgu, alors u est constante sur €.

Démonstration. Supposons qu'il existe xy € € tel que u(xy) = M := maxg u. Considérons
une boule B(xg,r) C Q. Alors

1
M = . < M
“U0) = 1B /B(xo,@ uly) dy <

et on a nécessairement u(y) = M pour y € B(zo, ). Ainsi 'ensemble {x € Q : u(z) = M}

est relativement ouvert et fermé, et donc égal a 2 par connexité. O
On en déduit le résultat d’unicité suivant.
Corollaire 7.4. Siu € C°(Q) N C2(Q) vérifie

Au=0 dans €,
u=20 sur  0f,

alors w = 0. En particulier, si u € CZ(R™) est harmonique, alors u = 0.

Démonstration. Le principe du maximum implique que maxu < 0. Comme —u vérifie les

mémes propriétés on a aussi minu > 0, donc v = 0. O
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Le résultat suivant est une autre traduction de l'effet de moyennisation : le supremum
d’une fonction harmonique peut étre contrélé par son infimum. Nous reviendrons plus tard

sur ce résultat, dans le cadre beaucoup plus difficile des équations a coefficients variables.

Théoréme 7.5 (Inégalité d’'Harnack). Pour chaque sous-ensemble ouvert connexe w C
relativement compact, il existe une constante C' telle que, pour toute fonction harmonique
u positive (4 valeurs dans R ), on a
supu < C'inf u.

w w
Démonstration. Soit r = 1 dist(w,d€) et choisissons z,y dans w tels que |z —y| < r.

Alors
1

uw(r) = ——— udz > ———— udz
@) |B<o:,2r|/ "2 B2

|B(y,7) /
udz = —u
= BT Joe )

Donc 2"u(y) > u(x) > 27"u(y) si z,y appartiennent a w et |z —y| < r.

Puisque w est un ouvert connexe, il est connexe par arcs. Comme de plus @ est compact,
on peut couvrir @ par une suite de boules (B;)i<;<y toutes de rayon r et telles que
B; N By # 0 pour 1 < i < N — 1. On en déduit que u(xz) > 27"Nu(y) pour tout z,y

dans w. O

7.2 Solution fondamentale du Laplacien

Nous allons maintenant introduire la notion de solution fondamentale du Laplacien sur
R™ et I'utiliser pour avoir une formule de représentation d’une fonction a partir de son

gradient, ce qui nous servira plus loin & démontrer les inégalités de Sobolev.

Pour trouver des exemples non triviaux de fonctions harmoniques, on peut commencer par
chercher des fonctions u radiales, de la forme u(x) = v(]z|) ot v est définie sur |0, +oo.
En procédant ainsi on obtient les solutions particuliéres suivantes

alog(|z])+b sin=2,

u(z) = a_2

+b sin=3.
|z

Définition 7.6. On appelle solution fondamentale du Laplacien la fonction
1
— — log(]z|) sin =2,
27
p(r) = 1 1
(=25 Ja]
ou |S"1| est la mesure de la sphere 9B(0,1).

stn > 3,
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Alors, avec ce choix, on obtient le résultat suivant.

Proposition 7.7. Supposons que f € C2(R™). Alors la fonction u, définie par l'intégrale

convergente
(7.2.1) u(r) = / p(z—y)f(y)dy,

est de classe C* sur R"™ et de plus

—Au = f.

Remarque. On peut étendre ce résultat pour considérer des fonctions f moins réguliéres
et qui ne sont pas a support compact. Pour nos besoins, ce qui est important est uni-
quement de disposer d'une formule de représentation pour les fonctions C°° & support
compact.

Démonstration. Nous considérons le cas n > 3 (le cas n = 2 est similaire). Le fait que u

soit C? s’obtient en écrivant
ue) = [ el)f@ =)y

et en utilisant le théoreme de dérivation des intégrales a paramétres. Mais attention :
on ne peut pas utiliser ce résultat pour calculer Au & partir de la formule (7.2.1) car
la fonction Ay n’est pas intégrable (si on pouvait dériver sous l'intégrale on trouverait
Au = 0 car Ap = 0, or nous allons démontrer que Au = — f qui est non nulle en général).
Pour contourner cette difficulté, introduisons

1 2 2\ —n=2 _
ey) = g+ 7F et (e = et -

ou € > 0. Alors u. € C? et, en utilisant le théoréme de convergence dominée, on trouve
que Au,(x) converge vers Au(z) pour tout = € R". Par ailleurs, en intégrant par parties,
on a
Bua) =~ [(Bp.lu) e~ 9)dy
Un calcul direct nous donne que
2

n 5
ST (P + &2y

A@s (y) = -

aussi on obtient, aprés un changement de variables élémentaire,

(x —ez)
Au, = d
u. () |Sn 1|/ (1+ |z | 1+n/2 <

114




Pour démontrer que —Au(z) = f(x), il ne reste plus qu’a vérifier que

(7.2.2) / ( ! a- = 15

1+ [2[?)rnr2 n

Pour cela on va calculer l'intégrale en coordonnées polaires et faire le changement de

variable = 1/s, pour obtenir

L e [T
TR A (e L

_ Snfl oo S d _ Snfl 1 e
_} |/0 (1+82)1+n/2 S_‘ ‘ _n(1+52)n/2 0 ’

ce qui démontre (7.2.2) et conclut la démonstration. O

Nous allons en déduire une formule de représentation de u & partir de son gradient.

Corollaire 7.8. Supposons que n > 2. Pour toute fonction u € CZ(R") on a

_ 1 ( —y) - Vuly)
S I S

(7.2.3) u(z) dy.

Démonstration. On peut montrer ce résultat par plusieurs calculs directs. Nous choisissons
de le déduire de la proposition précédente pour mieux expliquer d’oti provient cette identité

remarquable. Ecrivons que —Au = f avec f = —div(Vu). Alors

ulw) == [ ol = y) div(Vuly) dy

Formellement, le résultat (7.2.3) s’obtient en intégrant par parties :

ule) == [ (Vo)a 1) Vuly) dy

car, pour n = 2 et aussi pour n > 3, on a
1 z
Vo(2) = ——————F.
N T
Pour justifier cette intégration par parties, il faut étre soigneux car la fonction ¢ est

singuliere & l'origine. Pour cela, nous allons écrire que

(7.2.4) p(z —y) div(Vu(y)) = div (o(z — y)Vu(y)) + (Vo) (@ —y) - Vu(y),

puis, étant donnés £, R > 0, on intégre cette relation sur la couronne B(z, R)\ B(x, ¢) et on
fait tendre R vers 400 et ¢ vers 0. Il suffit de vérifier que I'intégrale de div (go(x—y)Vu(y))

converge vers 0. Pour cela, utilisons le théoréeme de la divergence :

/ div (gp(x — y)Vu(y)) dy = / o(x — y)Opu(y) dS(y)
B(z,R)\B(z,¢) OB(z,R)

- / p(r — y)Ipu(y) dS(y).
OB(z,e)
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Le premier terme s’annule pour R assez grand car u est a support compact. Pour le second

terme, on utilise la majoration

/63( )SO(I —y)0hu(y) dS(y)| < [0B(0,¢)| ||<P||Loo(aB(o,s)) ||vu||L°°(R") )

et on note que la norme L™ de ¢ sur la sphere OB(0,¢) est O(e* ™™ |loge|) (en toute
dimension). Donc en multipliant ceci par la mesure de la sphére 0B(0, ¢), on obtient une

quantité négligeable quand ¢ tend vers 0, ce qui conclut la démonstration. O

Pour conclure, nous nous intéressons a la régularité des fonctions harmoniques au sens
faible. Par définition, une fonction v € H'(Q) a valeurs réelles est harmonique au sens

faible si

(7.2.5) / Vu-Vedr=0 VYV peCiQ).
Q

Notons que si u € C?(Q) vérifie Au = 0 ponctuellement alors u € H'(Q) et (7.2.5) est
vérifiée.

Théoréme 7.9 (Théoreme de Weyl). Si u € H'(Q) est harmonique alors u € C>(2).

Démonstration. Pour démontrer ce résultat nous choisissons une démonstration qui utilise
I'inégalité de Caccioppoli (ce lemme est fondamental et nous en aurons besoin pour étudier
la théorie de De Giorgi-Nash-Moser).

Lemme 7.10 (Inégalité de Caccioppoli). Supposons que u € C*°(Q) est harmonique et
considérons deux boules concentriques B(r) CC B(R) CC Q. Alors, pour tout ¢ € R,

nous avons

16
/ \Vu|* dz < —2/ lu— ¢ da.
B (B =7)* Jamnse)

Démonstration. Introduisons une fonction n € C§*(B(R)), 0 < n <1 telle que

2
h=1,  |Vpl< =2
1lB(r) Vil < 7—

Posons ¢ = (u — ¢)n? (qui appartient a C§°(£2)). Comme u est harmonique nous avons
fQ eAudr = 0 ('intégrale est bien définie car ¢ est & support compact). En intégrant par

parties, nous obtenons

/ Vu - (nQVu + 2(u — c)nVn) dx = 0.
0
On en déduit
/ n? |Vul® dz < 2/ |u —c|n|Vul|Vn| dx
0 0

<2 (/ lu— ¢ |[Vn|? d:c) (/ IVul® n? dx> ,
Q Q

ce qui implique immédiatement le résultat voulu. O

116



Lemme 7.11. Considérons une boule B(R) CC Q. Pour tout k € N*, il existe une
constante K(R, k) telle que pour tout uw € C*(Q) vérifiant Au =0 on a

/ VFu|* de < K(R, k)/ u? da.
B(R/2) B(R)

Démonstration. Le lemme précédent implique que pour tout R’ < R,

/ \Vul? do < C(R,R’)/ ul® da.
B(R') B(R)

Siue C®(Q) et Au=0 alors les dérivées de u sont harmoniques. L’inégalité précédente

peut étre appliquée avec les dérivées de u et on en déduit que

/ |V2ul|* de < nC(R', R") / IVu|? dz < nC(R', R")C(R, R / u|? da.
B(R" B(R)

B(R)
On obtient le résultat voulu en itérant cet argument. O

Introduisons une approximation de lidentité ¢.(y) = e "¢ (y/e), ¢ € C°, ¢ > 0, [ ¢ =1,

et posons
w.a) = [ ulz = 9)o.(0) dy
() alors u. € C*(Q) o Q. = {x € Q : dist(z,00) > e}. De plus u. est

harmonique car

Siue H

loc

Vu. - Vodr = YV (x — )dy) -Vo(x)dz

[(J
- [ ([ vaute - ot ay) - Vet do
-/

/Vu:r— y) - Vola )d:c)qzsg() 0.

Qe

On peut alors appliquer l'inégalité du lemme précédent a u.. Comme u. converge vers u
dans L?(B(R)), on obtient que u. est une suite de Cauchy dans H*(B(R/2)) et en passant
a la limite on obtient que u € H*(B(R/2)). Ce qui prouve que, pour tout s € N il existe
Rs > 0 tel que u € H*(B(Rs)) et on conclut la démonstration du théoréme de Weyl en
utilisant I'injection de Sobolev H* C Cls=/2. O

Nous allons voir d’autres applications de I'inégalité de Caccioppoli.

Proposition 7.12. Si u € H'(Q) est harmonique au sens faible, alors il existe une

constante 6 < 1 telle que, pour tour v > 1 et pour toute boule B(r) incluse dans 2,

/ \Vul® do < 6’/ \Vul? dz.
B(r) B(2r)
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Démonstration. Nous avons vu que pour tout c,

16
(7.2.6) / IVl dz < 20 u— o da.
B(r) " JB(2r)\B(r)

On va appliquer cette inégalité avec ¢ = up()\p() (la moyenne de u sur B(2r) \ B(r)).
Nous avons vu dans la démonstration de 'inégalité de Poincaré que si §2 est inclus dans une
bande {(z',y) : |y| < R} alors la constante C(Q2) dans I'inégalité de Poincaré peut-étre

majorée par 2R. En particulier
C(B(2r)\ B(r)) < C(n)r

et on en déduit que

/ lu— ¢ dz < C’(n)r/ \Vul® da.
B(2r)\B(r) B(2r)\B(r)

En combinant cette inégalité avec (7.2.6) on trouve qu’il existe C’(n) telle que pour tout

r>1,
/ \Vul|* do < c’(n)/ V| dz.
B(r) B(2r)\B(r)

Maintenant nous ajoutons | B |Vu|2 dr aux deux membres de cette inégalité pour en
déduire le résultat voulu avec = C(n)/(1 + C(n)) < 1. O

Corollaire 7.13. Siu € H'(R") est une fonction harmonique alors u est constante.

Démonstration. En passant a la limite dans 'inégalité de la proposition précédente quand

r — 400 on obtient que Vu = 0. O

118



Chapitre 8

Fonction maximale et applications

8.1 Fonction de distribution

Il est souvent utile pour étudier une fonction d’étudier ses ensembles de niveaux. Précisé-
ment, pour étudier les normes LP d’une fonction mesurable f: R™ — C, un point de vue

fécond est de considérer la mesure de Lebesgue des ensembles
{z eR" : [f(z)] > A},

ol A est un nombre réel positif. Nous avons déja vu ce point de vue dans la démonstration

des injections de Sobolev et nous le reverrons par la suite.

Notation. Nous noterons simplement {|f| > A} 'ensemble {z € R™ : |f(x)| > A}. Aussi,

rappelons que nous notons |A| la mesure de Lebesgue d’un ensemble mesurable A.

Définition. La fonction de distribution de f est la fonction F: R — [0, +oo[ définie par
EQ) = [{[f] > At

Nous commencons par deux lemmes classiques qui relient la fonction de distribution F

aux normes LP de f.

Lemme 8.1. Soit p € [1,+oo[. Alors

1712, = p / N UE(A) dA,

Démonstration. Cette formule s’obtient en écrivant que

|f(x)]
11, = / / pAPLdAda,
nJo

puis en utilisant le théoréeme de Fubini. O
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Lemme 8.2 (Inégalité de Chebyshev). Pour tout p € [1,+o0[ et tout A > 0, on a
EQ) <AL -

Démonstration. En effet, on a

15 = [If@Pde= [ wvde=wFQ),
{If1>A}
ce qui implique directement le résultat voulu. O

L’inégalité précédente suggere d’introduire les espaces suivants.

Définition 8.3. Soit p € [1,4+00[. On définit I’espace de Lebesque faible LP (R™) comme

I’ensemble des fonctions mesurables f: R" — C telle que
11, = sup (A{1f] > AHYP ) < +oc,
A>0
quotienté par la relation d’équivalence d’égalité presque partout.

L’inégalité de Chebyshev implique que LP(R™) C L2 (R™) mais la réciproque n’est pas

vraie car, par exemple, la fonction 1/ |z| appartient a 1'espace L. (R).

Pour nous, nous n’utiliserons que espace de Lebesgue faible L. (R") et le résultat impor-

tant concernant ces espaces est le théoréme d’interpolation suivant.

Théoréme 8.4 (Marcinkiewicz). Soit ¢ €]1,+00]. Considérons une application linéaire
T définie sur L'(R")+ LY(R") et a valeurs dans L (R™)+ LY(R™) et supposons qu’il existe

deuz constantes Cy et Cy telles que

vf e LY(R), 1Ty, < Cullfllze s

(8.1.1)
Vf e LYR"), 1T fll e < Callflla-

Alors, pour tout p €|1,q[, T' définit une application bornée de LP(R"™) dans LP(R™).

Remarque. Nous verrons dans la démonstration que LP(R™) C L'(R™) + L4(R") et donc
T(f) est bien définie pour tout f € LP(R™). Le théoréme énonce que T'(f) appartient a
LP(R™) et qu’il existe une constante C' = C(p, n) telle que [|T'(f)||;, < C || fll»-

Démonstration. Nous allons montrer ce résultat sous des hypothéses plus faibles (cette
version nous servira plus tard). Nous ne supposerons pas que T est linéaire mais seulement
que T vérifie qui vérifie la propriété de sous-additivité suivante : il existe une constante
A > 0 telle que

T(fr + f2)(@)] < AT fr(2)] + A[T fo(2)] -
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Commencgons par considérer le cas ¢ < +00. L’idée de la démonstration est que LP(R"™) C
LY(R™) 4+ L4(R"). En effet, si on se donne v > 0 et que 'on introduit la décomposition

— ot £7(z) = flx) st |f(@)] >, a0 s [f(@)] >,
R e {0 ilf@lsy {<x> i 1/ <

on vérifie directement que

1A N < APUANG AT < v P I -

Nous allons précisément utiliser cette décomposition en faisant varier le parameétre ~y. Soit
f € LP(R™). Pour tout A > 0, par hypothése de sous-additivité, on a

{ITf1 > A} C{|TS > N @A)} U{ITA] > N/ (24)} .

Par conséquent, les hypothéses (8.1.1) entrainent que

2AC’1

{ITA > M < =—— [l +

C
CACa 1.

En utilisant le lemme 8.1, il suit que
1751 =p [ 2 TS > A}
0
= 2AClp/ A2 A dx + (2A)qup/ AT 19 A
0 0

Or, par définition de f*, nous avons

/0 2| ] dA = /0 W( /ﬂf»}\f(x)\dw)dk
([ )
R» v 0 ’

1 »
= — f(x)]" dz,

ou nous avons utilisé le théoréme de Fubini. En raisonnant de méme on obtient que

[ = [T ([ )i
0 0 {Ir1=A}

[ @ </|°o Ap—l—qu> dr — QL F(2)[P da.

f(@)]
Ceci conclut la démonstration dans le cas ¢ < +o0.

Supposons maintenant que ¢ = +oo. Alors
1T fxll e < Coo [fall e < CooA
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Par conséquent on peut écrire que
{|ITf| > 2AC A} < {|Tf* > A},
et on conclut comme précédemment. O

Nous verrons deux exemples d’applications de ce résultat.

8.2 Fonction maximale d’Hardy-Littlewood

Considérons une fonction localement intégrable f: R"™ — C et un point x de R". Par

définition, la fonction maximale d’Hardy-Littlewood est définie par
(1)) =sup{ iy}
T) =supq ———— y)| dy ¢.
r>0 |B(I‘, T>| B(z,r)

Nous verrons que cette fonction intervient naturellement lorsqu’on démontre certaines
inégalités ou lorsqu’on cherche a montrer certain résultats de passage a la limite. Notons
que dans les applications ou pour les besoins de certaines démonstrations, il est utile de

considérer des variantes comme par exemple la fonction maximale décentrée définie par

(Mf)(z —2gg§/|f )| dy,

ou le supremum est pris sur toutes les boules contenant = (et pas uniquement celles qui

sont centrées en x). On a directement

(Mf)(x) < (Mf)(x).

Réciproquement pour toute boule B(z,d) contenant x on a B(z,0) C B(x,26) donc en
utilisant la monotonie de 'intégrale on vérifie que
1 / B(z,25) 1
)l dy < [ fWldy <200,
B(2,6) Jp(:s B(z,0) B(x,26) Jp(20)

d’ou l'inégalité

(Mf)(z) < 2"(M[)(x).
On pourrait donc pour ce qui va suivre utiliser indifféremment 'une ou l'autre de ces

fonctions maximales. Dans la suite nous ne considérons que la fonction maximale M f.

Nous allons nous intéresser a la continuité de 'opérateur M sur les espaces de Lebesgue.
Pour commencer, notons qu’il n’est méme pas évident que M f soit mesurable (car on
prend un supremum sur un ensemble non dénombrable). Néanmoins, on va pouvoir mon-

trer directement un résultat plus fort.
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Proposition 8.5. Pour toute fonction f localement intégrable, la fonction maximale M f

est semi-continue inférieurement et donc mesurable.

Démonstration. Nous devons montrer que Uy := {z € R"; (M f)(x) > A} est ouvert pour
tout A > 0. Soit x € U,. Alors par définition de M f, il existe r > 0 tel que

/ y)|dy > A
xr‘ mT

Par un argument immeédiat de continuité, il existe r’ > r tel que

/ y)|dy > .
$r| fl""'

Soit z € R™ avec ¢ = |z — x| petit, de sorte que B(z,r) C B(z,r +¢) C B(z,r’). Par

monotonie de l'intégrale, on en déduit que

1
(Mf)(2) 2 T fWldy > —— |f(y)ldy > A,
|B(Z>T + 5)| B(z,r+¢) |B(ZE,T’/)| B(z,r)
ce qui prouve que z € U, et donc que U, est un ensemble ouvert. O

Le résultat central est le théoréme suivant.

Théoréme 8.6 (Hardy-Littlewood). i) Il eziste une constante Cy (dépendant de la di-

mension n) telle que, pour tout f dans L*(R™), on a

M [l < Cullfllp-

it) Pour tout p €]1,+00], il existe une constante C,, (dépendant aussi de la dimension n)

telle que
Ml < Cpllfll o -

Remarque. Attention, la norme L' de M f est finie si et seulement si f = 0. En effet,
supposons que f est non nulle. Quitte a faire une translation et une dilatation, on peut
supposer que l'intégrale de |f| sur B(0, 1) est strictement positive. Alors, pour tout z de

norme plus grande que 1, on peut écrire que

XD > B3 g N> By g V1>

Ce qui prouve que M f ne peut pas appartenir a L'(R™).

Démonstration. Le point délicat consiste & démontrer 1’énoncé 7). Ensuite on notera que
I'énoncé ii) est trivial dans le cas p = +o00 (on vérifie directement que || M f|| ;00 < || f]])-

Le cas p €]1,400[ s’en déduit grace au théoréeme de Marcinkiewicz (on fera attention au

123



fait que 'application f +— M f n’est pas linéaire mais on pourra appliquer le résultat car
dans la démonstration du théoréme de Marcinkiewicz nous avons vu que le résultat reste

vraie pour les applications sous-additives, ce qui est le cas de M).
Montrons le point 7). La démonstration repose sur le lemme de recouvrement suivant.

Lemme 8.7 (Vitali). Soit E C R"™ un ensemble mesurable de mesure finie. Supposons
que E est inclus dans la réunion d’une famille (B,)aca de boules ouvertes de R™. Alors il

existe une famille finie (By)acs (J C A) de boules disjointes deux & deux et vérifiant

Us.

acJ

> 27137 |E|.

Démonstration. La théorie de la mesure assure qu’il existe un compact K C E dont la
mesure |K| est supérieure a la moitié de celle de E. Par compacité, il existe un ensemble
fini I; et une sous-famille {B,}.er, de boules qui recouvrent K. Choisissons une boule,
notée Bj, de rayon maximal parmi les B, avec a € I;. Puis considérons la sous-famille
{Ba}acr, des boules B, avec a € I; qui n’intersectent pas B;. Supposons que cette sous-
famille est non vide. Notons Bs une boule de rayon maximal parmi les boules B, avec
a € I. On procéde comme cela par récurrence jusqu’a ce que 'algorithme se termine,
et cela nous fournit une famille finie B;, 1 < ¢ < N, de boules. Considérons maintenant
une boule B quelconque de la premiére famille {B,}qer,. Soit cette boule fait partie de
la collection {B;; 1 <i < N}, soit elle n’en fait pas partie et alors on peut considérer le
plus petit indice i tel que BN B;, est non vide. Alors par construction le rayon de B;, est
plus grand (au sens large) que celui de B. On en déduit que B est incluse dans la boule
notée 35;, qui est la boule de méme centre que B;, et de rayon égal a 3 fois celui de B;,.

On peut alors écrire que

N N
1 n
5 1Bl < K| < U Ba| < U 3B;| <, 13B;] < 3 Z|BZ~|.
acl 1<i<N i=1 i=1
Ce qui conclut la démonstration. O

Fixons maintenant A > 0 et considérons un ensemble mesurable E de mesure finie contenu
dans {|M f| > A}. Pour tout = appartenant & E, il existe une boule B, = B(z,r;)

contenant x telle que
1

77 | 1y >

Considérons la famille {B,},cg. D’aprés le lemme précédent, il existe une sous-famille
finie {B,,; 1 <i < N} telle que

N
[E] <2-3") |B.].

=1
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Ceci entraine
M
El<2.3" - dy.
pl<2 a5 [ 1wl
Comme les boules B,, sont deux a deux disjointes, on peut majorer le membre de droite
par 2:3"A7' || f|| .- En prenant maintenant le supremum sur tous les ensembles mesurables
E de mesure finie inclus dans {|M f| > A}, on en déduit que

MM > A < 23" (| fll o s

ce qui conclut la démonstration du point i) et donc la démonstration du théoréme. O

8.3 Approximations de l’identité

Considérons une fonction ®: R® — R™ appartenant a L'(R") et normalisée de sorte que

/@(x) dz = 1.
On suppose de plus que P est :
— radiale : ®(z) = ®(y) si |z| = |y|;
— décroisante : ®(z) < O(y) si |z| > |y|.

On introduit .
x

et on souhaite étudier 'opérateur f — f x &, de convolution par ®,. C’est le probléme
classique d’étude d’une approximation de l'identité. Nous avons déja rencontré ce pro-
bléme pour le cas d'une fonction f périodique dans 'étude des séries de Fourier (voir
le lemme 5.2). Nous avions alors étudié la convergence de f x ®; vers f dans LP avec
1 < p < oo quand t tend vers 0. Ici nous allons changer de point de vue et étudier la
question de la convergence simple. Rappelons que si une suite converge dans L alors on
ne peut pas en déduire que la suite converge simplement (ou peut seulement en déduire

qu’une suite eztraite converge presque partout).

Proposition 8.8. I existe une suite (f)nen qui converge vers 0 dans LP(R) pour tout

1 <p < +oo et telle que, pour tout x € [0,1], la suite (f,(z))nen n'admet pas de limite.

Démonstration. On utilise I'exemple classique de la bosse glissante. On construit la suite
en plusieurs étapes. A la premiére étape on définit f, comme l'indicatrice de [0, 1]. A la
deuxiéme étape, on définit deux fonctions : f; est I'indicatrice de [0,1/2] et fo est 'indi-
catrice de [1/2,1]. On définit ensuite & la nieme étape 2" fonctions en divisant l'intervalle

[0,1] en 2" intervalles de taille 27" et en considérant les 2" fonctions indicatrices de ces
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intervalles. La suite obtenue en ordonnant ces fonctions de fagcon canonique converge vers

0 dans LP(R) pour tout p fini. Mais elle ne converge en aucun point de [0, 1]. O

Le résultat principal de cette partie énonce que I'on a convergence de f * ®,(z) vers f(x)

pour presque tout x.

Théoréme 8.9. Soit & comme ci-dessus et soit f € LP(R™) pour un certain p € [1,00].

Alors, pour presque tout x € R™, on a

lim f x @, (z) = f(x).

t—0

Démonstration. On va démontrer ce résultat par densité, en commencant par considérer

le cas de fonctions continues.

Lemme 8.10. Si f est continue et bornée sur R™ alors, pour tout x dans R", on a

lim f * ®&y(z) = f(x).

t—0

Démonstration. La démonstration est similaire & celle du Lemme 5.2. Fixons z € R™. On

utilise le fait que

(8:3.1) /q)t(y) dr — /cp(y) de =1,

pour écrire
frtufa) = 1) = [ @) (fa ) - (@) .

Soit € > 0. Par continuité de f, il existe § > 0 tel que |f(z —y) — f(z)| < e si |y| < 6.

On écrit le membre de droite de (8.3.1) comme la somme de A; et B, avec

Ay = A/Ka ®(y)(f(z —y) — f(2))dy, B, =/ Oi(y)(f(z —y) — f(x)) dy.

ly|>d

On a alors directement que A; est majoré par € et que B; peut étre majoré par

&szwmm/

ly|>d

Dy(y)dy = 2|1/l oo / o(y) dy,

ly[>6/t

et on vérifie que le membre de droite tend vers 0 quand t tend vers 0. Ce qui conclut la

démonstration. ]

Lemme 8.11. Soit & comme ci-dessus et soit f € LP(R™). Alors
(8.3.2) su%) |f* Dy < (MS)(x).
t>
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Démonstration. Comme |f % ®;| < |f|*P; et comme la fonction maximale M f est égale a

M |f|, on peut supposer sans perte de généralité que f > 0. Rappelons que, par hypothése,

® est une fonction radiale décroissante. Nous allons alors raisonner par approximation

et commencer par supposer qu’il existe des rayons p, et des nombres positifs a,, avec
N

1 <p<N,tels que ®(x) = ", ay1p0,,)- Alors

1 T —1y 1
) = [ = dy = — d
prae) = [ o) M= Yo [, iww
d’oui, par définition de la fonction maximale,
1
Fx () < 2 (M)(2) > ap|Bla,tpy)| = 9] 1 (M [)(x).

p

Pour une fonction quelconque ® appartenant & L', radiale et décroissante, on peut trouver
une suite de fonctions de la forme précédente qui converge vers ®. On utilise alors le
théoréme de convergence monotone pour passer a la limite dans I'inégalité précédente et

obtenir le résultat désirée. O

On est maintenant en mesure de conclure la démonstration. Introduisons

O(f)(z) =limsup | f x ®,(z) — f(z)].

t—0

On veut montrer que 6(f) est nulle presque partout. Pour cela on va montrer que la
mesure de l'ensemble {f(f) > £} est nulle pour tout ¢ > 0. Remarquons que le premier
lemme implique que 6(g) = 0 pour toute fonction g continue et bornée sur R". On en

déduit que 0(f) = 0(f — g). D’aprés I'inégalité triangulaire et le second lemme, on a

Of —g) <|f =gl +M(f—g).

Alors
{0(f —g) > et < HIf —gl >e/2} + {M(f —g) > /2}].

Supposons que p = 1. Alors I'inégalité de Chebyschev implique que

07— ol > /2 < 2117 = gl

et le théoréme d’Hardy-Littlewood sur la fonction maximale implique que

Cy
{M(f —9) > /21 < 21 gl

On a donc, pour toute fonction g intégrable, continue et bornée,
C
{0(f) > e}l = HO(f —g9) > et = — If =gl
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Par densité des fonctions continues et bornées dans L', ceci implique que [{0(f) > ¢}| = 0.

Si 1 < p < oo, on procéde de méme en utilisant que

1f — ol > e/2H < S 1 = gl

et

P
20 = ol
Enfin, pour p = oo, on se raméne au cas précédent en multipliant f par la fonction
indicatrice de B(0,n). On montre alors que l'’ensemble {z € B(0,n/2); 0(f)(x) > 0} est

de mesure nulle pour tout n, ce qui implique le résultat désiré. O

P
{M(f = 9) > e/2H < M (f =9l < CF~

Le théoréme précédent admet un corollaire trés connu qui énonce que les moyennes locales

de f sur des boules centrées en = convergent pour presque tout x vers f(x).

Corollaire 8.12 (Théoréme de différentiation de Lebesgue). Soit f € LY(R"™). Alors,

pour presque tout x € R™, on a

1

=lim ———~— dy.
J@) =l e B(m)f(y) y

Démonstration. Pour
1
O =-—-=1po1),
[B(0, 1) 7Y

on a

1
o 0(e) = g /B 0w

Le théoréme de différentiation de Lebesgue est donc une conséquence du théoréme précé-
dent. O]

De méme en appliquant ce qui précéde avec ® donnée par la fonction Gaussienne, on

obtient le résultat suivant.

Corollaire 8.13. Soit f € L*(R") et soit t un nombre réel strictement positif. On définit

la fonction uy par

(8.3.3) u(x) = W /Rn exp ( _ ;ty‘2>f(y) dz.

Alors
lim w(z) = f(x),

t—0t

pour presque tout x dans R™.
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Remarque. i) En Fourier on a

(2;)71 /Rn eitwemfﬂf) dg.

Nous avons déja étudié la question de la convergence de u; vers f dans la démonstration

(8.3.4) w(z) =

du théoréme d’inversion de Fourier. Nous avons montré que u; converge vers f dans
LY(R") quand ¢ tend vers 0. Cependant, comme nous I'avons rappelé, ceci n’implique pas

la convergence presque partout.

i1) La fonction u(t, x) = uy(x) définie par (8.3.3) est (formellement) solution de I’équation
de la chaleur
Ou — Au = 0.

Ce résultat donne un sens au fait que u est la solution de donnée initiale u|,—g = f.

8.4 Inégalité d’Hardy-Littlewood-Sobolev

On appelle potentiels de Riesz les opérateurs I, définis pour a > 0 par

R )

—
R |7 — Y|

Théoréme 8.14. Soit n € N*. Considérons trois nombres réels (p,q,a) strictements

positifs tels que
1 1

p g
Alors il existe une constante C' = C(p,q,n, ) telle que

3L

n
, l<p<—.
o

Mo fllpe < ClIf -

Démonstration. On peut supposer que | f||;, = 1. Introduisons un paramétre R > 0 que
'on fixera ultérieurement. On découpe l'intégrale en I,(f)(x) = L, r(f)(z) + IE(f)(x)

avec

P = [ AU

B@R) [t —y[""

IO = [ /)

R\B(z,R) |2 —y|" "

On peut écrire I, r(f)(x) comme le produit de convolution de f et de la fonction
\If(l‘) = ]lB(O,R) |l’|ain .

Notons v(R) la norme L' de ¥ et posons ® = ¥ /~(R). Alors on peut appliquer I'inégalité

(8.3.2) avec t = 1, pour en déduire que
[La.r(f)(@)] < v(R)M(f) ().
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5"~

On calcule que y(R) = —— R* (calcul en coordonnées polaires).

Pour estimer T2(f)(x) on procéde autrement. On utilise directement 'inégalité de Holder

pour écrire

+oo 1/p’
‘[f(f)(a:)’ <Cfllz (/R pla-np'n=t d?") < C | fllz» Rafn/P’

ot 'on a utilisé I'hypothése p < a/n. En rappelant que || f||;, = 1 et en combinant ce qui
précéde, on arrive a

|1a(f)(2)] < CR*M(f)(z) + CR*"P.
On choisi alors R de sorte que R*M (f)(x) = R*™P, ce qui nous améne a la conclusion
[La(f)(@)] < CM(f) (@) ~oPm.
Puis, par définition de ¢, on en déduit que
L ()(@)]" < C(M(f)(2))".

Comme p > 1 par hypothése, on peut appliquer le théoréme d’Hardy-Littlewood et ’hy-
pothese || f||;, = 1 pour déduire que

Ha(NNI7e < CNIfIT = C"

Ceci démontre le résultat voulu. O]

8.5 Injections de Sobolev

Nous allons utiliser I'inégalité d’Hardy-Littlewood-Sobolev pour étendre les injections de
Sobolev que nous avons vues au chapitre précédent. Le théoréme 6.24 énonce que, pour

tout nombre réel s dans |0,n/2[, on a

||f||L% >

En fait, nous avons montré un résultat plus fort (cf (6.3.2)) :

S VLRCROE

I/l 2
2s T

ILn—

En particulier, pour s = 1, ceci implique que
2n
-2

Dans ces notes de cours, nous avons fait le choix de nous concentrer sur les espaces de

q= = |l CIVFL -

Sobolev H*(R™), construits sur L*(R™). Mais il existe des espaces de Sobolev construits

sur LP(R™). On a en particulier la définition suivante, analogue a la définition 6.1.
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Définition 8.15. Une fonction u € LP(R™) appartient & l'espace de Sobolev WHP(R™) si
et seulement si, pour tout 1 < j < n, il existe v; € LP(R") telle que

_ 0¢ o
/qubdx— —/Qu%dx, Vo € C3°(9).

J

On dit que v; est la dérivée au sens faible de u dans la direction x;, et on note plutét O;u

cette fonction. Cet espace est muni de la norme

ullyrogny = lull o + D 105ull -
1<j<n
Théoréme 8.16 (Injections de Sobolev pour W'P). Soit n > 2 et soit p €]1,n[. Définis-

sons p* par

1 1 1
P p on

Alors il existe une constante C' telle que, pour toute fonction f € WIP(R™),

11l o ny < C NV Fll o ggeny -

Démonstration. On admet que C§°(R™) est dense dans WP(R") de sorte qu'il suffit de
supposer que f appartient a C5°(R"™). Rappelons (cf (7.2.3)) que

1 (z—y)- Vi)
D=5 S ey
Donc 1
< —hL(|V
|f‘ —= |Sn_1| 1(| f’)7
et 'injection de Sobolev est une conséquence de I'inégalité d’Hardy-Littlewood-Sobolev.

O
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Troisiéme partie
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Chapitre 9

Opérateurs pseudo-différentiels

9.1 Opérateurs pseudo-différentiels

Considérons un opérateur différentiel
P = Z Pal(z)0s
la|<m
ot les coefficients p, appartiennent a 'espace Cp°(R™; C) des fonctions C°°, bornées ainsi

que toutes leurs dérivées. La fonction

pR"XR* 5 C, p(x,) = Y palz)(if)”

lal<m

est appelée le symbole de P. Alors
Pe™ = p(z, £)e™s,

et pour u dans la classe de Schwartz on peut écrire Pu sous la forme

e [ vl i) e

Un opérateur pseudo-différentiel est opérateur de la forme précédente, mais o la fonction

Pu(z) =

p(z,€) n'est pas nécessairement une fonction polynomiale. Nous nous proposons dans ce

chapitre d’étudier la définition et la continuité de ces opérateurs.

9.1.1 Symboles

Définition. Soit m € R et p € [0,1]. La classe des symboles d’ordre m, notée S)'(R"),
est ’ensemble des fonctions a € C°(R™ x R™) a valeurs complezes telles que, pour tous

multi-indices o et B dans N", il existe une constante Cyp telle que

Y(z,) ER"xR", 0207 a(z,&)| < Cap(1 + €))7\,
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Notation. On ne va s’intéresser dans ce cours qu’a deux sous-classes particuliéres : la

classe ST et la classe S{,. Nous noterons simplement
S™(R™) = STp(R")
et
Cp*(R™) = Spo(R™).

L’indice 0 dans S7(R") est superflu bien siir; on I'a maintenu dans cette définition par

soucis de cohérence avec les notations utilisées dans la littérature.
Notation. Dans toute la suite on utilisera la notation
o\ 1
(&) =1 +[¢)z.

On introduit aussi
§7= ]85 et STe=|] 5™
meR meR

Définition (Symboles elliptiques). Soit m € R. Un symbole a € S™(R™) est elliptique

sl existe deux constantes R et C strictement positives telles que,

V(z,6) € R*, €] > R = la(x,§)] > C(§)™

Les régles élémentaires du calcul différentiel impliquent la proposition suivante.
Proposition. Sia € S™, be S™, a, € N" alors
0097a e SmP ab e ST

Notation. On note Cy°(€2) 'ensemble des fonctions C'™ sur €2 qui sont bornées ainsi que

toutes leurs dérivées.

On a bien sir S°(R") C Cp°(R*").

Exemples

1) Si p est une fonction de z uniquement et p € C°(R™) alors p € S°(R™).
2) Sip=p(z,&) appartient & C§°(R**) (support compact en z et &) alors p € S,

3) Supposons que p(z,§) soit un polynéome en & d’ordre m € N dont les coefficients sont
des fonctions Cy°(R™),

p(z,§) = Z Pa(T)E” (Pa € CI?O(RR))

la|<m

Alors p € S™(R™).
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4) Pour tout m € R, le symbole (£)™ appartient a S™(R"). En effet, la fonction R x R" 5
(1,€) = (72 + |£]>)™/? est positivement homogene d’ordre m sur R**'\ {0} et donc
02 ((2 + 1€]*)™/?) est homogene d’ordre m — ||, bornée par Cy(r? + [¢[*)mlal/2,

Comme la dérivation en £ et la restriction & 7 = 1 commutent, on en déduit le résultat.
5) Le symbole [£| n’est pas dans S'(R") car il n’est pas régulier en 0.

6) Soit a = a(§) € C°(R™\ 0) une fonction homogene de degré m, vérifiant
a(\E) = Aa(€) VA > 0,

Pour toute fonction y € Cp°(RY) nulle au voisinage de 0, on a x(§)a(§) € S™.

7) Soit a = a(z,£) un symbole elliptique d’ordre m. Alors il existe x € C5°(R?) tel que

—a(x,ﬁ) e s .

8) Soit f = f(x) dans C{°(R). Le symbole p(x,£) = f(x)sin() appartient a Cp°(R?)

mais pas & SO(R") car la dérivée en ¢ d’ordre o ne décroit pas comme (1 + [£])™.

9.1.2 Définition d’un opérateur pseudo-différentiel

Soit m € R et p € [0,1]. Pour tout a € S7(R"), toute fonction u € S(R") dans la classe
de Schwartz et tout x € R", la fonction £ — a(z,§)u(§) appartient a S(R¢). A fortiori

elle est intégrable et on peut définir

Op(a)ula) = (2) " [ e4afe. €10 de.
On dit que Op(a) est un opérateur pseudo-différentiel et on appelle a son symbole.

Théoréme 9.1. Soit m € R et p € [0,1]. Sia € STH(R") et u € S(R"), la formule
précédente définit une fonction Op(a)u de S(R™). De plus Op(a) est continu de S(R™)
dans S(R™).

Démonstration. Notons que a(z,€) est une fonction C* sur R** qui est bornée ainsi
que toutes ses dérivées par des puissances de (§). Par ailleurs, u € S(R™), donc on peut
appliquer les formules du calcul intégral de Lebesgue et on vérifie facilement que Op(a)u €

C*°(R™). Nous nous contenterons de démontrer des estimations.

En utilisant ||(€) "™al| e < +00 et [|[(§)™ "]« < +00, nous obtenons l'inégalité

Ov(a)ute)] < (27 [ 1€ "al - €] )7 e
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donne Op(a)u bornée avec
10p(a)ull oo < CNopion (@)

ot 'on a noté N,(p) = Zla\ﬁp,lﬁ\ép ||a:°‘8£go||Loo les semi-normes canoniques sur ’espace
de Schwartz ; rappelons que la transformée de Fourier est continue de S(R") dans S(R™)
et que

Ninton(@) < Coyon Ninssnia (u).

Pour estimer les autres semi-normes dans S de Op(a)u il faut maintenant regarder les
dérivées et les multipliés par les monomes de Op(a)u. Pour cela on se rameéne au cas déja

étudié a I'aide des formules (& vérifier en guise d’exercice)

0z, Op(a)u = Op(a)(0x,u) + Op(0z,a)u,
x; Op(a)u = Op(a)(z;u) + i Op(Ja)u.

Ainsi, 2207 Op(a)u peut se récrire comme une combinaison linéaire de termes
Op(978¢a)(z* 297 Tu).

On s’est ramené au cas précédent. Ce qui montre que Op(a)u appartient & S(R™) et que
'on a des estimations des semi-normes de Op(a)u en fonction d’une somme de semi-normes
de w. ]

9.2 Continuité des opérateurs pseudo-différentiels

Théoréme 9.2. Sia € Cs°(R*™), lopérateur Op(a) se prolonge de maniére unique en un
opérateur continu L(L*(R™)).

Nous allons démontrer ce résultat en supposant, pour simplifier les notations, que la
dimension d’espace n est inférieure ou égale a 3 (sinon il suffit de remplacer le polyndéme
P(¢) ci-dessous par (1 + [¢[*)* ou k est un entier tel que 4k > n).

Introduisons le polynéme
P(Q)=1+[¢]* (CER", n=123).
Lemme 9.3. Etant donnée une fonction u € S(R™), on introduit la fonction
Wa(e.6) = [P —y) Tuln)dy  ((w6) € B
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i) Alors Wu est une fonction C;°(R*™) et de plus pour tout multi-indices a, 3,7,

sup P(x)[€]" (959 Wu)(x,€)| < +oc.

R2n
it) 1l existe une constante A telle que
(9.2.1) Wl p2gany = Allull g2 (n)

pour tout u dans S(R™).

iti) Pour tout v € N", il existe A, telle que
||8;:YWU||L2(]R2”) < A, HUHLQ(R”) :

Démonstration. i) On calcule que
(070, W) (x,6) = /i'”'ag(e_iyf)(—iy)ﬁaﬁ(P(f — ) uly) dy
et on intégre par parties

&1(0200Wu)(a,¢)
= > [0 (ulw) i) ) ()@ P — e dy,

A
=y 1T

Le fait (déja vu) que (£)~2 soit un symbole d’ordre —2 entraine que
|08(0) 72| < Cal) 2 < Cu(()
d’ou 'on déduit que
0°(1/P)(z = y)| < Call + [z —y|*) ™" <204 (1 + [«*) 711 + |y[*),
ol la derniére inégalité provient du fait que
Lt |of =1+ |z —y+yl <1+20z -yl + 2yl <201+ |z —yl) (1 + [y).

ii) Pour tout x € R", Wu(x,-) est la transformée de Fourier de y — u(y)P(z — y)~*.

Donc
n 12
[ Wi o s = e [ JuwPl )y
d’apres la formule de Plancherel. Alors
n 12
[ o agas =y [[utpe - dyde = 22 ulfaen,
i11) En combinant les observations précédentes. ]
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Lemme 9.4. On définit pour x € R", (y,n) € R™ x R,
— i(x*y)-np( _ )*1
Pyn(z) =e r=Y)

et
Wu(y7 T]) - <U, (py,'r]>L2(R") - eiy"’]Wu(y7 7])

On a la formule de reconstruction
1 N
u(x) = 5 [ | Wuly,n)ean(y) dy dn,
ou A est la constante définie par (9.2.1).
Démonstration. D’aprés (9.2.1), W := W/\/Z est une isométrie donc
WW =1,
et on en déduit le résultat voulu. O]

Lemme 9.5. On a
UE) = eI — Ag) (6" Wu(x, €))

et
1

") = Gy

e (I — A,) (em'gW%\(ﬁ, z)).
Démonstration. Comme (I — Ag)e™* = P(X) on a

et(E) = /ei(””y)fu(y) dy = (I — A¢) /ei(iy)'gp(l’ —y) " 'u(y) dy.

De facon duale, en utilisant la transformée de Fourier inverse, nous avons

/ GEDT () dny = (271r)n( I —A,) / &= P(¢ — )0 (n) dn.

() =
() = G
]

Démonstration du Théoréme 9.2. Compte tenu de la densité de S(R") dans L?*(R"), il

suffit de démontrer I'inégalité
1Op(a)ull 2 < Clul
pour tout u dans S(R™). Considérons deux fonctions u,v dans S(R™) et posons
I:= / / e Ca(z, £)u(é)v(x) dé da.

140



On veut montrer que |I| < C'|jul|;2 ||v]|;2. Pour cela nous allons récrire I comme un

produit scalaire dans L?(R?") de fonctions faisant intervenir Wu et W7,

Commencons par écrire I sous la forme

[= // a(z, €) [(I — Ag) (™ Wz, g))]@(x) dé da.

Comme (I — A¢) (ei””fWu(:v, f)@(:c)) appartient & S(R?"), on peut intégrer par parties en
¢ et déduire que

I = // [(I - Af)a(x,ﬁ)}Wu(x,f)em'gﬂ(x) d¢dux.

En utilisant I'identité pour v il vient

I= // [(I — Ag)a(x,f)}Wu(x,ﬁ)(] — Ax)(ei’”fWi(g,x)) d¢dx

et en intégrant par parties en z,

I = //(1 —A,) [((I — A¢)a(z, &) Wulz, 5)} TEWD(E, ) dE da

donc
_ a 0B y = iz
I= Y Cu [[ @0 )0 Wl W(E a)e* di de.
1B1<2,[a|+|v|<2
On conclut la démonstration avec l'inégalité de Cauchy-Schwarz et les résultats préce-

dents :

||83WU||L2(R%) S ||u||L2(]Rn)7 ng\(fﬂ ) = AH/;\HLQ = A(QW)g ||v||L2(R")a

) HLQ(RQ"

ou 'on a utilisé la formule de Plancherel dans la derniére inégalité. O]

9.3 Opérateurs semi-classiques

Les opérateurs semi-classiques jouent un role fondamental dans de nombreux domaines de
I’analyse ainsi qu’en physique mathématique. Ce sont des opérateurs qui dépendent d’un

petit paramétre h €]0, 1], qui est relié a la constante de Planck % en mécanique quantique.
Etant donné un symbole a = a(z, &) et h €]0, 1] on définit
= [ et neya(e) as
— [ e“Ca(x u )
(2m)" ’

Nous allons déduire du théoréme de continuité précédent que

Opy,(a)u(z) =

094 (0)z2) < € sup a] + O(h3).
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Théoréme 9.6. 1] existe une constante C' et un entier M tels que pour tout a € Cp°(R?*™)

et tout h €]0,1],

Lia o
10ph (@)l 212 SC( sup a(z,6)|+C  sup  sup halelHAD 3900?@‘-

z,§)ER2n 1<|a|+|BI<M (z,6)€R?”
Démonstration. On utilise des changements de variables élémentaire pour écrire

Opp(a)u(z) = —— / ¢ Ea(z, he Yuly) d¢

r)
i [ Ee ot uty) v

1 i(x' —y')-&' 1, .14 1y P
(27’()” //el(aC y)ﬁa(h2x,h2§)u(h2y)dyd§

On en déduit que
Opy(a)u(z) = (Op(an)un) (h™2x)
ou

an(x,€) = alh?a, h28), un(y) = u(h?y).
Le théoréeme 9.2 implique que
10py(@)ull 2 = A [[Op(an)un|l 2 < ChEN(an) [[unll e
ou

N(ap) = sup sup |05 0¢ay|
la|+[BI<M (z,€)€R?™

pour un certain M assez grand. On conclut la démonstration en notant que h1 |juy|| ;. est

egal a ||ul| ..
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Chapitre 10

Calcul symbolique

10.1 Introduction a P’analyse microlocale

Nous nous proposons dans ce chapitre de donner une introduction a ’analyse microlocale
qui est, en gros, I’étude des singularités des fonctions de plusieurs variables réelles. Les
objets de base de ’analyse microlocale sont les opérateurs pseudo-différentiels et le front
d’onde.

Le concept de front d’onde a été introduit en 1969-1970 par Sato pour le front d’onde
analytique, et par Hormander pour le front d’onde C'*°, celui dont nous allons parler. Le
front d’onde d’une distribution f, noté WEF(f), est un sous-ensemble de © x (R™\ {0}),
qui décrit non seulement les points ol f est singuliére, mais encore les co-directions dans

lesquelles celle-ci est singulieére. Cet ensemble est défini par son complémentaire.

Définition 10.1. i) On dit que f est microlocalement de classe C* en un point (xq, &)
de (R™\ {0}) s’il eziste p € C°(R™) non nulle en xy et un come ouvert I' de R™\ {0}
contenant & tels que la transformée de Fourier ¢f soit a décroissance rapide dans les

directions voisines de &,

VNEN, 3Cy >0 :VEeT, |pf(©)] <Cn(l+1]e)~N,

it) L’ensemble des points (x9,&) ot f n’est pas microlocalement C*° est appelé le front
d’onde de f et noté WF(f).

Le front d’onde est un sous-ensemble conique de €2 x (R™\ {0}), ce qui signifie que pour
tout t > 0,

(z,8) e WE(f) < (x,1€) € WE(J).
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Si P est un opérateur différentiel d’ordre m dont les coefficients p, sont réels et C°,

P = Z Pa(x)05.

laj<m

Une question importante en EDP est de déterminer le front d’onde des solutions distribu-
tions de I'équation Pf = 0. Les résultats de base relient la géométrie de l'opérateur a la
géométrie des singularités de ses solutions. Les deux objets géométriques les plus simples

que 'on associe a 'EDP P(f) = 0 sont les suivants.

i) Le symbole principal

pm($75> = Z pa(w)€a>

|a|=m
qui est un polynéme homogeéne de degré m en &.

ii) La variété caractéristique de P que I'on note Car(P) et qui est le fermé (homogéne

en &) défini par
Car(P) = { (,€) € @ x (R"\{0}); pm(z,€) =0}

Nous allons introduire les deux résultats principaux que nous démontrerons plus tard.

Le premier résultat important de la théorie est le suivant.

Théoréme 10.2. Les singularités sont contenues dans la variété caractéristique :

(10.1.1) P(f) = 0 = WF(f) C Car(P).

Le théoréme de propagation des singularités dit que non seulement le front d’onde (les
singularités) de la fonction est contenu dans la variété caractéristique, mais en plus c’est

forcément une réunion de trajectoires pour un systéme dynamique naturel.

Introduisons le champ de vecteurs sur € x (R™\ {0}) dont les composantes sont

appelé champ hamiltonien de p,, et noté H, . Ses courbes intégrales sont appelées les
bicaractéristiques de I’équation. Ce sont les fonctions ¢ — (z(t),£(t)) solutions de

€ Opm

dx  Opm

E - 65 ($7£)7

Théoréme 10.3. Pour toute solution de P(f) =0, le front d’onde de f, WF(f) C Car(P)
est une union de bicaractéristiques de P. Si (xo, &) € Car(P) et si~y est la courbe intégrale
du champ H,  passant par (xg,&o), alors (xg,&) € WE(f) = 70 C WE(f).
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Nous concluons cette introduction en recopions ici un argument de G. Lebeau pour ex-
pliquer que le théoréme de propagation des singularités se doit d’exister. ’argument est
qu'une equation doit réduire le nombre de variables indépendantes. Par conséquent, si f
est solution de P(f) = 0 alors f ne dépend que de n— 1 variables. Quand on microlocalise,
on double le nombre de variables pour passer de 2n a 2n — 2 variables. Quand on dit que
le front d’onde est contenu dans la variété caractéristique, on passe de 2n a 2n — 1. Pour

passer de 2n — 1 & 2n — 2 c’est le théoréme de propagation des singularités.

10.2 Introduction au calcul symbolique

Rappelons que l'on dit qu’une fonction a = a(x,{) définie sur R” x R"™ et & valeurs

complexes appartient a la classe S™(R™), pour un certain nombre réel m, si

020fale,€)| < CapL+ )™ (0,8 €N,

Etant donné m € R, un symbole a € S™(R") et une fonction u dans la classe de Schwartz

S(R™), nous avons vu que 'on peut définir Op(a)u € S(R™) par

Op(a)ula) = (27) " [ *<alz, )a(e) e,
et Op(a) s’é¢tend de maniére unique en un opérateur borné de L? dans L? si a € S°(R").

Considérons deux opérateurs pseudo-différentiels A = Op(a) et B = Op(b) de symboles
a,b e S™(R™). Alors AA + B est un opérateur pseudo-différentiel de symbole \a + ub €
S™(R™). Les questions qui vont nous intéresser dans ce chapitre concernent les opérateurs
Ao B et A*. Nous allons voir que ceux sont aussi des opérateurs pseudo-différentiels et
que l'on peut calculer leurs symboles. Le calcul symbolique est justement le procédé

qui permet de manipuler des opérateurs en travaillant au niveau des symboles.

Nous allons voir trois situations bien distinctes dans lesquelles on peut facilement étudier

la composition et le passage a ’adjoint pour les opérateurs pseudo-différentiels.

Ces situations correspondent aux cas suivants :
A. Les multiplicateurs de Fourier (de symboles ne dépendant pas de ).
B. Les opérateurs différentiels (le symbole est un polynéme en §).

C. Les opérateurs de microlocalisation (de symboles & support compact dans R?").

A. Multiplicateurs de Fourier

Soit A = Op(a) avec a = a(§) indépendant de z. Alors A est un cas particulier de

multiplicateur de Fourier. Rappelons qu'un multiplicateur de Fourier est un opérateur
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linéaire qui agit sur L? ou 8’ en multipliant la transformée de Fourier d’une fonction (ou
d’une distribution tempérée) par une fonction donnée, appelée le symbole. Etant donnée
une fonction m = m(§) a valeurs complexes, le multiplicateur de Fourier de symbole m

est I'opérateur, noté m(D,.), défini par

m(Da) () = m(€) F(€).
Sim € L*(R") alors m(D,) est bien défini sur L?(R") et m(D,) € L(L?). Sim € C>*(R")
est a croissante lente (il existe N tel que pour tout o on a lﬁgm(f)’ < C{&)N) alors m(D,,)
est continu de §'(R™) dans S§’(R™). On vérifie directement que

my(Dz)ma(Dy) = m(D,) avec m(€) = ma(§)ma(§),

m(D;)" =m*(D,) avec m*(§) = m(&).

Exemples de multiplicateur de Fourier :
— Oy, est le multiplicateur de Fourier de symbole &;.
— Le laplacien A est le multiplicateur de Fourier de symbole — |§|2
— La transformée de Hilbert est le multiplicateur de Fourier de symbole £/ |£] (£ € R).
— Laracine carrée de —A est le multiplicateur de Fourier de symbole |£| = m :
— Soit s € R. L’opérateur qui réalise I'isomorphisme canonique de H® sur L? est le

multiplicateur de Fourier de symbole (€)% ou (&) = (1 + |£]*)V/2.

— Considérons I'équation
Ou+i(Dy)°u =0, u|i—p = up.

Cette équation peut se résoudre par le théoréme de Hille-Yosida ou par la trans-
formée de Fourier. L’opérateur qui envoie la donnée initiale ug sur la solution au

temps ¢ est le multiplicateur de Fourier de symbole exp(—it(£)®).

B. Opérateurs différentiels

Considérons deux opérateurs différentiels

A= aa(@)dl, B= > ba(x)

laj<m laf<m/

ou les coefficients a,, b, appartiennent a C;°(R™). Introduisons leurs symboles

a(w,€) = Y ad(@)(i€), b(z,&) = Y bal)(i€)",

lo|<m || <m/
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de sorte que A = Op(a) et B = Op(b). Notons e¢ la fonction exponentielle z + ™%,
Alors

(Aeg)(w) = alw,§)ec(x),  (Beg)(x) = b(x, E)eg(w).

De plus, pour toute fonction réguliére b(x, &),
Albee)(x) =Y an(x)d5 (¢ b(w, €))
= 5 ) (€ + 0,)7b(,€)) ¢

= e”‘%(az,ﬁ + %@)b(m,f)

ety a%wa?“(“)) (2b(z, €))

BeNn

ou 'on a utilisé la formule de Taylor pour un polynéme. On en déduit le résultat suivant.

Proposition 10.4. Si A et B sont des opérateurs différentiels, alors AoB est un opérateur

différentiel de symbole

w#blr, €)= 3 o (0 alr, ©) (50, ).

aeN”

Noter que la somme est finie puisque 8?& =0 si|a| > m.

Démonstration. L’opérateur A o B est bien siir un opérateur différentiel et on a vu que
(Ao B)eg = (a#b)e. O

Exercice. Soit A est un opérateur différentiel. Montrer que A* est un opérateur différen-

tiel de symbole
* 1 a o=
a (.T,f) = § :—8gaxa(l'af)

ilelal
(7

C. Opérateurs de microlocalisation

Les opérateurs de localisation, de la forme u +— ¢u ot ¢ € C§°(R™), sont essentiels en
Analyse. De méme que les opérateurs de localisation en fréquence, qui sont des multi-
plicateurs de Fourier u — ¢(D,)u avec ¢ € C§°(R™). Les opérateurs pseudo-différentiels
permettent une localisation simultanée en x et en £, en considérant un opérateur Op(a)

avec a € C5°(R?"). Sia € C§°(R*™) on dit que Op(a) est un opérateur de microlocalisation.

Nous allons voir que ’adjoint d’un opérateur de microlocalisation est un opérateur pseudo-
différentiel dont le symbole n’appartient pas nécessairement a C§°(R*") mais appartient

a tous les espaces S™(R"™) pour m < 0.
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Proposition 10.5. Soit a = a(z, &) un symbole appartenant o C3°(R*™). Alors

@(2.6) = 20" [ el - y.¢ - dydy
défini un symbole a* appartenant a S™° et
(Op(a)u,v) = (u, Op(a®)v)
pour tout u,v dans S(R™).

Remarque. Un objectif de ce chapitre sera de démontrer un résultat qui étend la propo-
sition précédente au cas d’'un symbole général a € ST°. Nous commencons par regarder
le cas a € S~ car 'analyse est alors beaucoup plus facile. Le lecteur notera en particulier
que les intégrales qui apparaissent dans la démonstration ci-dessous n’ont aucun sens si

a est un symbole général.

Démonstration. Soit u € S(R™). Comme a est a support compact on peut utiliser le
théoréeme de Fubini pour écrire

Op(a)u(z) = (27)" / o, €)a(E) dé

=) [ eatee) ([ reutmay) a

= (2n) " [ [ € <ate, uly) dyag
= en [ ([ et de ) utnan

Op(a)u(z) = / K (. y)uly) dy

ou K = K(x,y) (appelé noyau de Op(a)) est donné par

Donc

K(e,y) = (20)" / ¢ ea(z, €) de
— (2) " (Fea)(z,y — ),

o Fea(z, () = [ e~ Ca(x, €) d€ est la transformée de Fourier de a par rapport a la seconde
variable. On en déduit que K € S(R*").

Maintenant, si v est aussi dans S alors

v = [ ([ K a) i

_ /u(y) (/mv(x) dx) dy,
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donc (Op(a)u,v) = (u, (Op(a))*v) avec

(Op(a))*v(z) = / Ky, 2)u(y) dy.

Retenons que Op(a)* est un opérateur de noyau

K*(2,y) = K. 7) = (27)~" / =055 F) o).

On veut écrire K*(x,y) sous la forme K*(x,y) = (2m) " (Fea*)(z,y — x). Alors

@(2,6) = (20" [ € (Fea)a,2)
~ [ Kmat et
it v
~(2m) | ( / e“x—(x—y))'emde) e~ dy
= (2m)™" / / eV 0=9g(z — y,0) dy df
= (2m)™" / / e Ma(x —y, £ —n) dyd.

Alors, les calculs déja faits au début de la démonstration entrainent que Op(a)* est 'opé-

rateur pseudo-différentiel de symbole a*. O]

10.3 Intégrales oscillantes

On se propose dans cette section d’étudier les intégrales oscillantes. Ces d’intégrales, qui

jouent un roéle crucial en analyse microlocale, sont de la forme
/ew(z)a(x) dz (x e RY, N>1).

On dit que ¢ est une phase et que a est une amplitude. On supposera toujours que a est

une fonction C°° de RY dans C et que ¢ est a valeurs réelles.

Si a est le symbole d’un opérateur différentiel, polynomial en x, I'intégrale est évidemment
divergente au sens classique. Pour donner un sens a 'intégrale [ e*@a(z)dz, I'idée est que,
sous une hypothése de forte oscillation du terme €'*®), on peut compenser la croissance

de a, donner un sens a l'intégrale et montrer des résultats de calculs sur ces intégrales.
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A. Lemme de la phase non stationnaire

L’analyse des intégrales oscillantes est basée sur le lemme de la phase non stationnaire,

qui exprime la décroissance d’une intégrale oscillante en fonction d’un grand paramétre.

Lemme 10.6 (Lemme de la phase non-stationnaire). Soit N > 1, ¢ € C°(RY) une
fonction a valeurs réelles et f € CP(RY). Soit V un woisinage du support de f. On

suppose que
inf [Vip(x)] > 0.

Alors, pour tout entier k et pour tout A > 1,

‘/ei’\“’(x)f(x) dz

< CRA ™" sup (|05 f1l 11y

| <k

ot Cy est une constante indépendante de X\ et de f.

Démonstration. Introduisons 'opérateur différentiel
V-V

Vel
L est bien défini car la différentielle de la phase ne s’annule pas. De plus, L vérifie, pour

tout A € R,
L(ei’\“") = ¥,

et donc LF(e?¢@) = \Fe*¢(@)  Alors, en faisant des intégrations par parties successives,

on en déduit

)\k/ei’\‘p(x)f(:v) dx = /e“‘“"(x)(tL)kf(:E) dz,

: 9, 1 Oy
=3 5 (mran)
ISJZSH 0x; \|Vep|* \" Ox;

Alors (L)* est un opérateur différentiel d’ordre k dont les coefficients sont C*° (et dé-

ou

pendent de ). On obtient donc le résultat voulu en majorant la derniére intégrale par

||(tL)kaL1. On obtient de plus que la constante Cj ne dépend que de k, inf |Vg0|2 et
SUP|q|<k+1 0%l oo - —~

B. Définition d’une intégrale oscillante

Définition 10.7. Soit m > 0 un nombre réel. L’espace A™ des amplitudes d’ordre m est
espace des fonctions a € C°°(RY;C) telles que

sup |(1+ |z])""0%a(x)| < +oo

zERN
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pour tout o € NN, On introduit la norme

llall,,, := max sup !(1 + \x|)’m6§a(:c)‘ )
’ la|<k yeRrN

Nous supposerons que ¢ est une forme quadratique non dégénérée, de la forme
o) = (Az)-z  (z €RY)

ou A € My (R) est une matrice symétrique inversible. Alors V¢(x) = Az et nous pourrons

appliquer le lemme de la phase non stationnaire.

Théoréme 10.8. Soit m > 0, ¢ une forme quadratique non dégénérée sur RY, a € A™
et v € S(RY) telle que ¢(0) = 1. Alors la limite

I = /ei‘b(x)a(x)@/)(sx) dz

converge quand e tend vers 0 vers une limite indépendante de 1, qui est égale a [ e @ a(x) dx

sia € L'. Quand a & L', on continue de noter la limite [ e*@a(z)dx et on a

(10.3.1) '/ @ a(z) dx

S Cd),m Ha‘”m,m—l-n—l-l .

Démonstration. Nous voulons utiliser le lemme de la phase stationnaire, ce qui néces-
site de faire apparaitre un grand paramétre. Pour cela, nous allons utiliser une décom-
position dyadique de 'unité. Rappelons comment obtenir une telle décomposition. Soit
Xo € C3°(R™; R) une fonction radiale vérifiant xo(xz) = 1 pour |z| < 1/2; et xo(xz) =0
pour |z| > 1. On pose x(z) = xo(x/2) — xo(xi). La fonction y est supportée dans la
couronne 1/2 < |z| < 2, et, pour tout = € R", on a 'égalité

1= xo(x) + ZX(Z’%)

Rappelons que la convergence ne pose pas de problémes car, pour tout = € R”, on a

X(27Px) = 0 pour presque tout entier p. Notons
p .
Sp(z) = xo(z) + Z x(277x).
j=1
Introduisons
I, = /ei‘z’(“)a(x)sp(x) dz, Ry(e) = /eid’(x)a(x)(l —¢(ex))Sy(x) do
Aprés changement de variables z = 27Px,
L—1,,= /ei22p¢(z)a(2pz)x(z)2”p dz
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ol 'on a utilisé que ¢(tz) = t24(2).

Sur le support de x(z) on a |z| > 1/2 donc

inf |Vo(2)] > ¢ >0

ZESUpp x

et on va pouvoir appliquer le lemme de la phase non stationnaire. En utilisant le lemme 10.6
avec n = N, f(x) = a(2Pz)x(z), A = 2P. On obtient que, pour tout k € N,

/ 29 (27 2)x(2)2" dz < Cp2" %% max / |07 (a(2P2)x(2)) | d,
|z|<1

la|<k

ou 'on a utilisé le fait que supp x est contenu dans la boule unité. L’hypothése que a est
une amplitude d’ordre m entraine qu’il existe une constante A > 0 telle que pour tout
p=1,

tL<J@ﬂW?@X®DM$SAT””MHMWM-

On en déduit que
/ e q(202)x (2) 27" dz < ACR2PTRET) g
On choisit £ > n 4+ m soit kK =n + m + 1 de sorte que
[y — I < ACy1ma277 Ha||m,n+m+1 :

De méme on obtient que
|R,(¢) — Rp—1(e)| < eC27P,

On en déduit le résultat. O]

Exercice. Soit a € A™(R"). Montrer que

(2m)™" / e Ya(y)dydz = (27) " / e W q(r)dydr = a(0).

Exercice. Soit « et § dans N™. Montrer que

et [Osia A
(2m) /6 Jﬁdydx_{(—i)la/a! Sia= B

C. Une inégalité d’Hormander

Le but de ce paragraphe est de démontrer un joli résultat. Ce résultat ne sera pas utiliser
dans la suite, mais il est utile de I'étudier car sa démonstration permet de mettre en

oeuvre plusieurs idées simples et qui sont tres utiles en pratique.
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Considérons une famille d’opérateurs T},, dépendant d’un petit parameétre h, de la forme

(T f)(€) = / @O, ) f(x)d (2.6 ERY).

Supposons que la phase ¢ est a valeurs réelles et que 'amplitude a est a support compact
en r et en £. Alors, on vérifie facilement que, pour tout h > 0, T} est une application
linéaire continue de L?(R") vers L*(R™). Nous allons démontrer une estimation, due a
Hormander, qui énonce que si la Hessienne mixte qb'z’g n’est pas singuliére sur le support

de I'amplitude, alors h~"/2T}, est uniformément borné dans £(L?).

Théoréme 10.9. Soit a € CP(R™ x R"). Si ¢ € C°(R™ x R") est a valeurs réelles et
vérifie
D*¢

0,
)] #

alors il existe une constante C' telle que, pour tout h €]0,1] et tout f € L*(R™),

(x,€) € supp a = det [

ITafllz2 < Ch= |1 £ll2

Démonstration. Nous utiliserons des résultats classiques sur les opérateurs bornés sur
; 2 ]2 1 « ]2
L(L?). D’abord, que ||T[z2) = 1Tz z2)- On en deéduit que |TT*|z 2 < 1Tz 12)-

Comme par ailleurs

T fll e = (T LT F) = (TTf, f) S ITT | oy 1172

on vérifie que
2 * (12 *
HTHL(L2) = ||T HL(L2) = [|TT ||£(L2)‘

Par conséquent, il suffit de démontrer que la norme ' d’opérateur de T, T} est bornée par

Ch™. Ecrivons
TTAE) = [ K€ s dy
ol

Ka(€n) = / (PO g €)a(z, ) da

On utilise ensuite le lemme de Schur (démontré a la fin de cette preuve) qui énonce qu'un

/Krcy y) dy,

2T < st [ 1K ()l sup [ 1G] .
Y T

opérateur & noyau, de la forme

vérifie

1. On utilise fréquemment le fait qu’il est plus commode d’estimer la norme d’opérateur de TT* que

celle de T'; on dit alors que 'on utilise “‘I’argument T7T*”
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Il reste donc & estimer le noyau K. Quite & introduire une partition de 'unité, on peut
toujours supposer que le support de a est inclu dans une boule de diamétre § petit. On

peut donc se borner & considérer le cas ou & et n sont proches. Alors

102 (®(x, ) — B(x,m))| = [P (,n)(§ =) +O(I€ = nl?) > c|¢ —n],

et on est en mesure d’utiliser le lemme de la phase non stationnaire pour obtenir la

-N
mcal <oy (1)

pour tout N € N. Comme par ailleurs K}, est bornée, on en déduit que

|Kn(€,m)| < Cy(L+ € —n] /h)~Y,

majoration

sup [ 17e. )l de < s [ 1t mlan < e,

7
ce qui conclut la démonstration. O

Lemme 10.10 (Lemme de Schur). Soit K(x,y) une fonction continue sur R™ x R" telle

que
sup/ |K(x,y)|de < Aq, Sup/ |K(x,y)|dy < As.
Alors lopérateur Pyde noyau K, défini pour u € CJ(R™) par
Pul) = [ K(n.pu(w)dy
se prolonge de fagon unique en un opérateur continu de L*(R™) dans L*(R") et
1Pulls < 5041+ 43) el

Démonstration. D’aprés 'inégalité de Cauchy-Schwarz

[Pu(z)]* < /\K(:v,y)\\U(y)\2dy/\K(x,y)\dySAz/\K(:v,y)HU(y)de,
d’ou

[ 1P as < as [ [ 1K@l ) dyde = 2 [ uto) ([ 15 ()l dc) dy

§A1A2/|u(y)]2 dy.

Ce qui implique I'inégalité voulue. O

Remarque 10.11. En guise d’illustration nous démontrons une inégalité classique a
partir du lemme de Schur. Démontrons que, si f € L' et g € L? alors ||f x g/, <

| fll ;1 lgll ;2. Pour cela, observons que

frg(r) = /f(fﬂ —y)g(y)dy = /K(:v,y)g(y) dy

ot K(z,y) = f(z —y). L'inégalité voulue provient du lemme de Schur avec A = || f||,..

154



10.4 Adjoint et composition

Pour énoncer le résultat principal de ce chapitre, il est commode d’utiliser la définition

suivante.

Définition 10.12. Soit s € R. L’espace de Sobolev H*(R") est l'espace des distributions
tempérées f telles que (1 + |§|2)s/2f(§) appartienne a L*(R™). On munit cet espace de la

2 . 1 25 | 76) [
e = e [ @ 1| FeO)] e

Soitm € R. On dit qu’un opérateur est d’ordre m s’il est borné de H*(R™) dans H*~™(R")
pour tout p € R.

norme

Exemples :

— l’identité est un opérateur d’ordre 0 et le Laplacien est un opérateur d’ordre 2;

— un opérateur différentiel P = 3", pa(z)0; avec k € N et p, € Cp°(R") est un
opérateur d’ordre k (non trivial & démontrer en partant de la définition des espaces
de Sobolev pour p € R\ N);

— l'opérateur de convolution par une fonction dans la classe de Schwartz est un
opérateur d’ordre —oo (ce qui veut dire qu’il est d’ordre —n pour tout n € N ou
encore qu’il envoie H~°(R") = User H*(R™) dans H®(R™) = Nger H*(R™)).

Dans ce chapitre, nous démontrerons (et donnerons un sens a) 1’énoncé suivant.
Théoréme 10.13. i) Sia € S™(R™) alors Op(a) est d’ordre m.
i1) Supposons que a € S™(R™) et b € S™(R"). Alors Op(a) o Op(b) est un opérateur
pseudo-différentiel de symbole noté a#b et défini par
o €) = (2m) " [ [N ae by, gy
De plus Op(a) o Op(b) = Op(ab) + R ot R est d’ordre m +m' — 1 et plus généralement
Op(a) o Op(b) — Op ( Z ia—b(aga(x,g)) (Ogb(x,ﬁ))) est d’ordre m +m' — k — 1,

lal <k
pour tout entier k € N.

i1i) L’adjoint Op(a)* est un opérateur pseudo-différentiel de symbole a* défini par
a*(z,§) = (2m)™" // e”Ma(x —y, & —n)dy .
De plus Op(a)* = Op(a) + R ot R est d’ordre m — 1 et plus généralement

1
Op(a™) — Op ( Z W@g f;a(x,g)) est d’ordre m — k — 1,

o<k

pour tout entier k € N.
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Corollaire 10.14. Sia € S™(R") et b € S™(R"), alors le commutateur
[Op(a), Op(b)] = Op(a) o Op(b) — Op(b) o Op(a)
est un opérateur d’ordre m +m’ — 1 dont le symbole ¢ peut s’écrire sous la forme

1 /
c=Aa,b}+c oucd €S2 et
i

da 0Ob ob Oa
fob)= Y oos = ooz
1<]Z<n (‘95'] 8x]~ 863 8[Ej

Pour démontrer le théoréeme 10.13 nous commencons par la proposition suivante.

Proposition 10.15. Soit m € R. Si a € S™(R™) alors l'intégrale oscillante

a*(z,§) = (2m)™" // ea(x —y,& —n)dydn
définit un symbole a* qui appartient a S™(R™).

Démonstration. Notons ¢(y,n) = —y-n. Alors ¢ est une forme quadratique non dégénérée

sur R?" (on a ¢(X) = (AX)- X ou A est la matrice symétrique inversible A = —3 (97)).

a (x,€) fixé on note b, ¢(y,n) = a(x — y,& —n). Pour étudier b, ¢, nous allons utiliser

I'inégalité suivante.
Lemme 10.16 (Lemme de Peetre). Rappelons la notation
(&) = (1 +1eP).

Soit n > 1. Pour tout m € R et tout £,n dans R™, on a
(€ +m)m < 2l ).
Démonstration. D’aprés 'inégalité triangulaire
L€ +nl* < 1+ (€] + [nl)* < 1+ 21€° + 2[nf* < 4L+ €7 (A + [n]?)

donc (€ 4+ n)? < 22(€)%(n)? et on en déduit I'inégalité voulue pour m > 0. Considérons
maintenant m < 0 de sorte que —m > 0. On peut alors utiliser I'inégalité avec —m > 0

pour obtenir
()" <27 +n) (=T,

ce qui implique le résultat voulu en divisant par (n)~"(¢ + n)~™. ]
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Le lemme précédent implique que

(& —mym < 2™y Ve n e R

Alors, 'hypothése que a est un symbole entraine que

050 a(x =y, & = n)| < Capl€ —m)™ "' < Capl€ =)™
< Cog2™(E)™ ()™
< Cop2™(E)™ (L + [y + [n|?)m2

pour tout «, f dans N". Par définition des classes d’amplitudes, on en déduit que
bee € AMI(R™)
et de plus

_ —|m| 958 m
||bm,5|’|m|7|m|+2n+1 = |a|+\5|21|?n}|<+2n+1 ‘<(?/777)> 9,0, bm,y(%ﬁ)‘ < C(§)

Comme a*(z, &) est une intégrale oscillante :

a*(z,&) = / / e Wb, ¢(y,m) dy dn,

I'estimation précédente et l'inégalité (10.3.1) impliquent que (£)~™a* est une fonction
bornée. Il reste a estimer les dérivées. Pour cela nous allons démontrer que a* est C* et

que pour tout tout multi-indices «, 5 on a
020 (a") = (059/a)".

Admettons cette identité. Alors 'argument précédent appliqué avec le symbole 8?8? a €
Sm=IB(R™) au lieu de a € S™(R") implique que <£>_(m_|ﬁ‘)6§“8§(a*) est bornée pour tout
a, f dans N™. Ce qui prouve que a* est dans S™(R").

Il reste & démontrer que 838? (a*) = (8?85 a)*. Pour cela nous allons montrer que l'on

peut différencier I'intégrale oscillante qui définit a* sous le signe somme. Rappelons que
pour toute fonction 1) € C5°(R?") telle que (0) =1 on a

<x£—hm// ~ivg( — y, & — n)p(ey, en) dy .

Nous allons utiliser encore une fois un argument d’intégration par parties qui repose sur
I'identité
L+ [y A+ )T = AN = Ay)Fem™ T = e7v,
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Comme on intégre des fonctions réguliéres & support compact, on peut intégrer par parties

et obtenir que

/ / e Va(z —y, & — n)Y(ey,en) dydny

_ / / (T — AT = A “((‘j ;?fy%; (Z)fﬁ;;”) dy dn.

Rappelons que I'on a montré que
|0;00a(x — y.€ = n)| < C12™H(E)™ (1 + [nf*)™1/2.
Par ailleurs
|05 (L +1yl*) ™ < Gy L+ [y 7", 051+ ) 7*] < Crs(L + [n*) ™"

On vérifie alors facilement que, si k > (n + |m|)/2, alors on peut utiliser le théoréme de

convergence dominée et en déduire que

* _ 6—iy~n . k . k a(x_yag_n>
)= [t = 80 = A | v

L’astuce est que l'on a écrit a*(x, ) sous la forme d’une intégrale convergente au sens de

Lebesgue, et dont 'intégrande dépend de facon C'*™° des paramétres z,£. On vérifie pour
conclure que l'on peut appliquer le théoréme de dérivation sous le signe somme pour les

intégrales convergentes au sens usuel de Lebesgue. O
Proposition 10.17. Soit m € R et a € S™(R"). Alors, pour tout u,v dans S(R") on a
(Op(a)u, v) = (u, Op(a*)v),

ot (f,9) = fgn f( dz.
Démonstration. Pour démontrer ce résultat nous allons faire I’hypothése supplémentaire

que a est a support compact en x.

La démonstration est basée sur des arguments de continuité et on commence par munir
les classes de symboles S™(R™) de la topologie la plus naturelle, qui est celle d’espace de
Fréchet ?. Rappelons que la classe de Schwartz S(R") est aussi un espace de Fréchet dont

la topologie est induite par la famille de semi-normes suivante, indexée par p € N,

My(p)= > sup |2°0lp(z)].

rER™?
loe|+181<p

2. Un espace vectoriel topologique réel est appelé espace de Fréchet s’il est a la fois localement convexe
et métrisable par une distance compléte et invariante par translation. Rappelons qu'un espace vectoriel
topologique E est dit localement convexe s’il existe une famille de semi-normes P telle que la topologie

de E est initiale pour les applications {z — p(z —y) ; y € E,p € P}.
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La convergence d’une suite (g )ren de S(R™) vers une fonction ¢ € S(R") équivaut donc
a

Vp € N, kh_}rgo My (pr — @) = 0.
De fagon similaire, la topologie sur la classe de symboles S™(R™) est induite par la famille

de semi-normes suivante, indexée par p € N,

Np@= 3 s (@ oeolee )]}

la|+|B|<p (P& ERT XR™

La convergence d'une suite de symboles équivaut & la convergence au sens des semi-
normes : pour m € R on dit qu’'une suite (ax) de symboles appartenant & S™(R™) converge

vers a dans S™(R") si et seulement si

VpeN, lim N(ax —a)=0.

n—+oo P
Lemme 10.18. Soit m € R, a € S™(R") et (ax) une suite de symboles appartenant a
S™(R™) et qui converge vers a dans S™(R™).
i) Pour tout u € S(R™), la suite (Op(ax)u) converge vers Op(a)u dans S(R™).
i1) La suite (a}) converge vers a* dans S™(R").
iii) Soit £ € R, b € SYR") et (by) une suite de symboles appartenant ¢ S*(R") et qui

converge vers b dans S*(R™). Alors (ayby) converge vers ab dans S™¢(R™).

Démonstration. i) On a déjavuquesia € S™(R") et u € S(R™) alors Op(a)u € S(R"). La
démonstration de ce résultat entraine directement le résultat énoncé au point 7). De méme
la proposition précédente démontre le résultat de continuité énoncé au point ). Enfin, le

résultat énoncé au point 7iz) est une conséquence directe de la régle de Leibniz. O
Lemme 10.19. Soit x € C§°(R") vérifiant x(0) = 1. Introduisons r.(§) = x(g§) — 1.

Alors r. converge vers 0 dans S*(R™).

Démonstration. On va montrer que |8g‘7“5(f)} < Cpe(€)lel pour tout multi-indice o dans

N™. Pour o = 0 on écrit .
n(e) =< [ (=) o
0

et on en déduit (&)~ 'r.(§) = O(e) car X’ est bornée. Pour |a| > 0, on vérifie directement
que

(E10gT. ()| = e |l D x (e€)]

puis on utilise la majoration
[ M A x (20| < [(€) T O x(=9)] < sup () EN(O)|

pour obtenir le résultat désiré. O
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On est maintenant en mesure de démontrer le théoréme. Considérons un symbole a =
a(xz,&) € S™(R™). On fixe y € C§°(R") vérifiant x(0) = 1 et on introduit, pour tout

ke N*,
(.9 =x (} ) a0

Comme ay, est a support compact en £ et aussi en = (par hypothése supplémentaire sur

a) on peut appliquer la proposition 10.5 pour écrire que
(10.4.1) (Op(ag)u,v) = (u, Op(ag)v) .

Pour démontrer le théoréme, il nous reste a voir que l'on peut passer a la limite dans
cette égalité. Pour cela on commence par combiner le lemme 10.19 avec le point 4ii) du
lemme 10.18 pour obtenir que (a;) converge vers a dans S™ (R") pour tout m’ > m. Le
point ii) du lemme 10.18 implique alors que (a}) converge vers a* dans S™ (R™). On peut
alors appliquer le point i) de ce lemme pour obtenir que Op(ay)u converge vers Op(a)u
dans S(R") et de méme on obtient que Op(a})u converge vers Op(a*)u dans S(R"). On

peut alors passer a la limite dans 'identité (10.4.1), ce qui conclut la démonstration. [

On peut maintenant définir 'action de Op(a) sur une distribution tempérée. Pour cela
rappelons le principe que nous avons vu dans le chapitre sur la transformée de Fourier.
Soit a € S™(R") avec m € R. Alors Op(a): S(R") — S(R"™) une application linéaire
continue. On définit alors un opérateur A de §'(R") dans S'(R™) par

Y(u,v) € S(R™)?, (Op(a)u,v)sixs = (u, Op(a*)v).

Alors la proposition 5.18 montre que l'opérateur A ainsi défini prolonge la définition de

Op(a). On le note donc encore Op(a).

Nous allons pour conclure ce paragraphe considérer la composition des opérateurs pseudo-

différentiels.

Soit A; = Op(aq) et Ay = Op(ag) deux opérateurs pseudo-différentiels. Supposons que ay
et ay appartiennent a C5°(R?") et considérons u € S(R™). Alors

Ay Ayu(x) = (2m) " / ¢ €ay (z, €) Ayu(€) dé

et

—_

Asu(€) = /e_"y{Agu(y) dy

// & May(y, n)i(n) dn dy
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donc
Ay Ayu(r) = (2m)~2 / / / I (2, €)ag(y, m)a(n) dE dy diy.

Ainsi on a

AAzu(w) = (2m) " [ et ((mr)-“ [ e, gyaaty.m de dy) () dn.

Formellement A; Ay = Op(b) ot

(10.4.2) b(z,n) = (27)™" / / '@V Mg, (1, ) az(y, n) d€ dy.

La formule qui définit b est encore une convolution en les variables (y,n) (a (x,§) fixés),

c’est pour cela que 'on va pouvoir appliquer la méme preuve qu’au passage précédent.

Proposition 10.20. Si a; € S™(R"™) et ay € S™(R"™), alors Op(ay) o Op(az) = Op(b),

ol b = ay#ay € S"™T™2(R") est donné par lintégrale oscillante
ban) = (2m) " [ [ Do, as(y.n) g dy

Nous ne verrons pas la démonstration, analogue a celle concernant 1’adjoint.

Nous avons vu dans cette section que, pour tout m € R et tout a € S™(R™), on peut définir
Op(a) sur l'espace des distributions tempérées. En particulier on peut définir Op(a)u pour
tout u dans un espace de Sobolev H*(R™) avec s € R quelconque. Gréace a la proposition
précédente sur la composition, nous allons maintenant voir que Op(a) est un opérateur

d’ordre m comme cela a été affirmé dans le point i) du théoréme 10.13.

Proposition 10.21. Soit m € R et a € S™(R™). L’opérateur Op(a) applique H*(R™)
dans H*~™(R"™) pour tout n > 1 et tout s € R.

Démonstration. Pour u € R, notons (1 — A)*/? le multiplicateur de Fourier de symbole
(€ = (1+[€[*)/2. Alors (1 — A)*/? est un isomorphisme de H#(R™) sur L*(R"). I suffit

donc de montrer que l'opérateur
Agm = (I = A)™™/2 6 Op(a) o (I — A)~*/?
est borné de L*(R") dans L?(R™). Remarquons que si b = b(£) alors
Op(a) o Op(b) = Op(ab)

donc Op(a) o (1 — A)~%/2 est 'opérateur de symbole a(z,£)(€)~*. Comme a € S™(R") et
que (£)~* € S7*(R"), le produit de ces deux symboles appartient & S™ *(R™). D’un autre
coté, pour manipuler (I —A)~™/200p (a(f y=s/ 2), on utilise le théoréme de composition
qui implique que A;,, est un opérateur pseudo-différentiel dont le symbole appartient
a S°(R™). C’est donc un opérateur borné sur L*(R") d’apres le théoréme de continuité

démontré dans le chapitre précédent. O]
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Il reste pour conclure a démontrer la partie concernant le calcul symbolique des opéra-
teurs pseudo-différentiels. Pour cela, introduisons la notion de somme asymptotique de
symboles. Cette notion permet de donner un sens rigoureux a des affirmations telles que : a

est la somme d’'un terme (généralement son symbole dit principal) et d’un reste “meilleur”.

Définition 10.22. Soit a; € S™ (R"™) une suite indexée par j € N de symboles, telle que

m; décroit vers —oo. On dira que a € S™ (R") est la somme asymptotique des a; si

k
VEEN, a-> a; €S (R").

J=0
On note alors a ~ Y a;.

Proposition 10.23. i) Soit m € R et a € S™(R"). Alors
a* ~ ZAj avec A; = Z |a‘ 'Gg osa.
; o=
i1) Soit my, mg € R. Si a; € S™(R") et ay € S™(R™), alors
1
a1Fag ~ ZAj avec A; = |Z Talal (85 a1) (8 az)
J =]

Remarque. Dans la pratique, par abus de notations, on écrit simplement

a* NE a g
Z|a|a'

et

1
arfag ~ Z oo (85 ar) (95 az).

[e%

Démonstration. Nous nous bornerons a démontrer le point 7). On utilise la formule de

Taylor (dont 1’énoncé est rappelé ci-dessous aprés la démonstration de la proposition)

aw-ve-n= Y L oo 4w

|
|a+B|<2k ﬁ
avec ( ) ( ),3
—y)* (=1
rk(xvéayvlr]) = Z 2kT /8' Taﬂ(x7€7y7n)
la-+Bl=2k
et

1
mdxfﬁhm=i/(1—0%”3ﬁfﬂw—t%€—hﬁ&
0

Plus haut on a proposé de démontrer en exercice que, pour tout « et 5 dans N,

o [ etS e /3 0sia#p,
(2m) /e |5| yde {(_ Nel/al sia = B.
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Ce résultat implique que la somme sur |a+ | < 2k correspond au développement asymp-

totique recherché pour a*. Il ne reste alors plus qu’a démontrer que
/ e~y (, €, y,m) dy dy € ™,

Nous allons intégrer par parties pour traiter 7,5. En notant simplement * des constantes

numériques différentes, on obtient *
/ ey rag(z, €, y,m) dy dn
= */02(6‘”")7757“@5(%,5,y,n) dy dn

— % / e (008 M rap(x, &,y ) dy dn
Y
TP 90  r0p(x, €y, m) dy diy

fiy-n35*78f]‘777‘a5 (z,&,y,m) dy dn.

=Y e
.
=Y e
N
Par définition de r,z, on a

1
0,08 Trap(w, & y,m) = / (1 — ) RNl 8927 a (2 — by, € — i) dt.
0

Comme vy < aety<fonaly <ket|a+ -7 >k, donc 8?”‘78?%_75 e Sm k.
Alors
/e‘iy'”m(x,ﬁ,y,n) dy dn = /e‘iy'"sk(af,é,y,n) dy dn

oll s;, est une amplitude s, € A" * avec
m—k
||8k||\m—k|,|m—k\+2n+l < G
On en déduit que
(€>’“‘m/e‘iy'”m(rc,§,y,n) dydn

est borné et ensuite que f e~y (x,€,y,n) dy dn appartient a S™*. O

Afin d’étre complet, nous rappelons la version suivante du développement de Taylor qui

a été utilisé ci-dessus.

3. Siac A™ et be A, pour a € NV on a,

/ ¢ Wa(2)9b(x) dz = / b(a)(=0)* (¢""Wa()) da.
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Théoréme 10.24. Soit v une fonction de classe C* sur R™. Alors pour tout x et y dans

R™ on a

1 (6% a (0%
u(x—i—y)zzaya +Z 'y / )" (0%u) (v + ty) dt.
la|<k la|=k
Démonstration. On vérifie que

d 1
E( Z Jyaag‘u(a:—i-ty)

|a|=k—1

o))

Bl=k ~a<p, |a| k—1

) Pu)(x + ty)
Bl=k 1<]<n

k
@yﬁ (O7u)( + ty).

(]

=
B

Donc la fonction

o(t) = >, —(1= 1)1y (@Fu)(z + ty)
vérifie v(1) = u(z +y) et

o(0) = 30 Srule), = Y Sy 0 @)+ 1)

laj<k |la|=k

de sorte que la formule de Taylor est une conséquence du théoréme fondamental du calcul

intégral. O

10.5 Applications du calcul symbolique

10.5.1 Action sur les espaces de Sobolev

Nous allons donner une autre démonstration du résultat suivant que nous avons déja vu

au chapitre précédent.

Théoréme 10.25. Sia € S°(R™) alors Op(a) est borné sur L.

Démonstration. Posons A = Op(a). L’idée est la suivante, comme
JAul% = (Au, Au) = (A* Au, u),

pour montrer Uinégalité ||Aul|?, < M |jul|3, pour un certain M > 0, il suffit de montrer

que (Bu,u) > 0 ot B = M — A*A. Notons que B est un opérateur auto-adjoint. Pour
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prouver que B est positif pour M assez grand, nous allons montrer que ’on peut écrire,
approximativement, B sous la forme d’un carré. Précisément, nous allons montrer que
I’on peut écrire B sous la forme

B=C"C+ R,
ot C' = Op(c) avec ¢ € S°(R™) et R=Op(r), r e S7%.

Choisissons M > 2sup |a(z, €)[?, et prenons :

(,€) = (M — Ja(a, ).

On vérifie assez facilement que ¢ appartient a S°(R"). Le théoréme de composition des
opérateurs implique que C*C' = M — A*A+ R ot R = Op(r) avec r € S~%. Ainsi

1Aull72 < MJullz2 + (Ru, ).

1l faut maintenant majorer Uerreur (Ru,u). Comme ||Rul|3, = (Ru, Ru) = (R*Ru,u), R

sera continu dans L? si R*R l'est, avec

* 1/2
IR|| 22 < | RR|

L2—L? "
Or 7r*#r € 872 : en itérant Pargument on voit qu’il suffit de montrer que, pour k assez
grand, tout opérateur de symbole r € S~* est continu sur L?. Nous allons montrer ce
résultat en utilisant le lemme de Schur et la remarque suivante : si r € S™"71 alors le
noyau K (z,y) de Op(r) est une fonction continue est bornée, car
Co d§
K(x, <27r_”/rx, d¢ < / <C.
Ke) < @n™ [ i€ de < G5 [ e <

De plus, (z; — y;)K(x,y) est le noyau de Op(ide,r) € OpS™ 2 C Op S~ ! donc en
itérant (n+ 1) fois, on trouve finalement (1 + |z — y|"™") K (z,y) < C. La décroissance de

K a l'infini implique en particulier :

/ K(z,y)|de < A, / K (z,y)|dy < A

On conclut la démonstration avec le lemme de Schur. ]

10.5.2 Applications aux problémes sous-elliptiques

Proposition 10.26. Soit p € R et e € S* un symbole tel que
le(2,6)] > c(L+[¢))" V(2.6 € R*".

Alors et appartient ¢ S™". De plus, pour tout s € R il existe des constantes Ky, K; > 0
telles que, pour tout u € H®,

[l < KollOp(e)ull yyo-n + Ko [l o -
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Démonstration. Le fait que e™! € S se démontre directement. Alors e#te~! = 1+b avec
b e S~ et on en déduit Op(e™) Op(e)u = Op(1)u + Op(b)u = u + Op(b)u donc

lull g7 < (1OP(E™ )| £ gro-reszroy 1OD(E)Ull s + 1ODO | £ age sy lull e
ce qui est le résultat voulu. O

Proposition 10.27 (Inégalité de Garding). Soit m € R et a € S™(R™) un symbole tel
que
Rea(z, &) = c(1+[¢)™

pour tout (x,€) € R*™. Alors il existe des constantes Cy, Cy > 0 telles que
Re(Op(a)u, u) > Co |[ullgym/z = Cu l|ullrm-1/2

Remarque. La proposition précédente reste vraie si a est un symbole a valeurs matri-
cielles (dans ce cas Rea = a + a*). La démonstration se réduit a montrer que, pour tout
symbole a € S° tel que a(z,&) est hermitienne uniformément [pour (z,£) € R? x RY
définie positive, il existe b € S° tel que b(x, £)*b(z, &) = a(z, §).

Démonstration. Pour démontrer cette inégalité, qui est une relation entre la positivité
d’un symbole et celle de 'opérateur associé, nous allons utiliser le calcul symbolique des
UDO pour écrire A = Op(a) sous la forme d'un carré (c’est-a-dire P*P) plus un opérateur

d’ordre m — 1.

Posons 1
B :=ReA= —(A+A*),

de sorte que Re(Au,u) = (Bu,u). Comme A* € Op(a) + Op S™ !, on a B = Op(b) avec
b=1(a+a*)=Rea+doude S

On note alors e la racine carrée positive de Rea, qui est un symbole appartenant a S™/2.

De plus, la composition des symboles est telle que
f:=e*#e—Reaec S
On en déduit que b = e*#e +gou g=d— f € S™ 1. On peut alors écrire
Re(Au, u) = (Op(b)u, u)
= (Op(e)" Op(e)u, u) + (Op(g)u, u)
= [Op(e)ullz2 + (Op(g)u, u)
> [[0p(e)ullZ: — [0p(g)ull, 1 [l s

La proposition précédente implique que

< Ko ||Op(e)ul| 2 + K1 |

lll Jull -1
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et le théoréme de continuité des YDOs implique que
0p(g)ull 1 < 6o -
En combinant les inégalités précédentes on obtient le résultat voulu. O

Exercice. Montrer ’amélioration suivante. Soit m € R, et a € S™(R"). Supposons qu’il

existe deux constantes ¢, R telles que,
€] = R = Rea(x,§) > c[¢]™.
Alors, pour tout N il existe une constante Cy telle que,
Re(Au,u) > = [[ullfe = O [[ullf-s

pour tout u € S(R™). [On utilisera les inégalités suivantes : i) 2xy < nz® + (1/n)y? et ii),
pour tout € > 0 et tout N > 0, il existe C, 5 > 0 telle que

[l < e llull 2 + Con llull v -

Qui résulte de I'inégalité facile (€)72 < &% + C. v (€) 2V,

Rappelons la notation du crochet de Poisson,

da Ob  9b Oa
fapp= Y L2 _ Do
1SJZ§’N 85] 8wj (%J &cj

Théoréme 10.28. Soit P = Op(p) un opérateur pseudo-différentiel tel que p = p1 + po
avec p; € ST (R™) et po € S°(R™). Supposons qu’il existe une constante c telle que,

i{p1, pr} > (1 + [€]).
Alors il existe une constante C' telle que
[ull e < CllPull e + Cllull 2 -

Remarque. La condition précédente sur i{p;,p1} s’appelle la condition d’hypoellipticité
d’Hérmander. On vérifie facilement que pour tout p € C1(R") a valeurs complexes, le

crochet de Poisson i{p,p} est une fonction a valeurs réelles.

Démonstration. Introduisons 'opérateur () = P*P — PP*. Alors
1Pul[7z = (P*Pu,u)
= (PP*u,u) + ((P*P — PP*)u,u)
= ||P*ull72 + (Qu, u)
> (Qu, ).

167



Ainsi, toute estimation de positivité de ) donnera une estimation sur || Pul|7..

Rappelons d’abord que si A = Op(a) € OpS™ et B = Op(b) € OpS™, sont deux
opérateurs pseudo-différentiels, alors A* € Op S™ et [A, B] € Op S™ ™71 De plus

1
A* € Op(&) + Op Sm1—17 [A, B] e Op (z{a7 b}) + Op Sm1+m2—2'
Donc Q = Op(g) avec ¢ = ¢ + qo ot ¢ € SY(R"), go € S°(R") et

1
q1 = ;{phpl}-

Par hypothése on en déduit que Req; > ¢|¢] si |£] > R. L’inégalité de Garding implique
que

1
Re(Qu,u) > = lullyps = C llulz:

Ce qui conclut la démonstration. O
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Chapitre 11

Equations hyperboliques

Nous allons nous intéresser a une classe particuliére d’équations qui régissent les phéno-

meénes de propagation. Il s’agit des équations hyperboliques.

11.1 Equations de transport

Soit n > 1 et v € R™. L’équation de transport est le prototype d’une équation hyperbolique

du premier ordre. C’est I’équation
ou+v-Vu=0
ot 'inconnue u = u(t, ) est une fonction a valeurs réelles de classe C', définie sur R x R™.

Proposition 11.1. Soit uy € CY(R"). I existe une unique fonction u € C'(R x R™) qui

est solution du probléeme de Cauchy

{&gquv-Vu:O,

U|t:0 = Up-
Cette solution est donnée par la formule u(t, x) = ug(x — tv).

Démonstration. 1’idée est d’introduire une fonction ¢ — X (t) telle que, si u est solution
de Oyu+v-Vu = 0 alors u(t, X (t)) est une fonction constante. Ici, cela revient & introduire

X(t) = x + vt avec x € R™ quelconque. En effet,

%u(t, x +vt) = (O +v - Vu)(t,x + vt).

Donc si u est solution du probléme de Cauchy alors u(t, X (t)) = u(t, z+vt) = u(0, X(0)) =

u(0,x) = up(x) d'out u(t,x) = ug(x — vt).
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Réciproquement, on vérifie directement que (¢,x) — ug(x — tv) est une fonction C'* qui

est solution du probléme de Cauchy. O

Dans le cas ot le vecteur constant v est remplacé par une fonction a coefficients variables,
on dispose encore d’une formule de représentation de la solution basée sur I'utilisation des
courbes caractéristiques du champ de vecteurs. Comme nous n’allons pas utiliser ce point
de vue, nous nous bornerons dans cette section & définir ces courbes et énoncer le résultat

principal.

Commengons par rappeler le lemme de Gronwall. Ce lemme, trés simple, joue un roéle

fondamental dans ’étude des équations d’évolution.

Lemme 11.2 (Lemme de Gronwall). Soient A, B > 0 et b,¢: Ry — R, deux fonctions

continues telles que
t t
o(t) < A+B/ o(s)ds +/ b(s)ds
0 0

pour tout t > 0. Alors, pour tout t > 0,
t
p(t) < AeP! —i—/ b(s)ePt*) ds.
0
Démonstration. Introduisons

w(t):A+B/Ot¢(s)ds+/0tb(s)ds.

Par hypotheése, cette fonction est de classe C* sur R, et w'(t) = Bo(t)+b(t) < Bw(t)+b(t).
Donc
(w(t)e™B) < b(t)e ",

et on en déduit le résultat voulu en intégrant cette inégalité. O

Soit T > 0 et (t,x) — V(t,z) € R™ un champ de vecteurs défini pour (t,z) € R x R",
admettant des dérivées partielles d’ordre 1 par rapport aux variables z; pour j = 1,...,n

et vérifiant les hypothéses suivantes

(H1) V et V.,V sont continues sur [0,7] x R",

et il existe une constante x > 0 telle que, pour tout (¢,z) € [0,7] x R™,
(H2) |V (t, )| < k(14 |z|).

Rappelons que I'on dit que 7 est une courbe intégrale du champ V' passant par x a I'instant
tsiy:s— y(s) € R vérifie

) =Viss), ) ==
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Le théoreme de Cauchy-Lipschitz entraine I'existence locale d’une telle courbe intégrale.

En utilisant le lemme de Gronwall, I'hypothése (H2) permet de montrer que pour tout
(t,z) € [0, T] x R™ la courbe intégrale s — ~y(s) de V passant par x a l'instant ¢ est définie
pour tout s € [0,7]. Dans la suite on notera s — X (s,t,x) cette courbe intégrale, qui est

donc par définition solution de
0s X (s, t,x) =V(s, X(s,t, 7)), X(t,t,x) =x.
L’identité principale énonce que pour tout ¢, ts,t3 € [0, 7], on a
X(tg, ta, X(ta, t1,2)) = X(t3,t1, ).

Pour obtenir cette identité, notons que les applications t3 — X(t3,t9, X(t2,t1,2)) et
ts — X(t3,t1,x) sont deux courbes intégrales de V' passant par X (to, ¢, x) pour t3 = to.
Par unicité dans le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ces applications coincident sur leur

intervalle maximal de définition.
Proposition 11.3. Pour tout (s,t) € [0,T] x [0,T] Uapplication
X(s,t,): x— X(s,t,x)

est un Cl-difféomorphisme de R™ sur lui-méme. De plus X € C*([0,T] x [0,T] x R™; R")

et
d

0, X (0,t,x) + Z Vi(t,2)0,, X(0,t,2) =0,  pour tout (t,z) € [0,T] x R™.
=0
Siug € CHR™R), la fonction définie par u(t,x) = ug(X(0,t,7)) est C* sur [0,T] x R"
et vérifie
Owu(t,z) + V(t,x) - Vu(t,z) =0, u(0,x) = uy(z).

Si Ou+c-Vu=0 et u(0) = up, on a vu que u(t,x) = up(z — ct). On en déduit que toute
les normes L? de ug sont préservées par I’équation. Ce qui signifie que ||u(t)||;, = ||uoll.»

pour tout 1 < p < +o0. En particulier,

() 2 = lluoll 2 -

Nous allons voir comment démontrer une estimation analogue pour une équation a co-
efficients variables (sans utiliser le fait que I'on peut intégrer une telle équation par la

méthode des caractéristiques).

Considérons maintenant V' € C;°(R x R") a valeurs réelles et une solution réguliére de
I’équation

Owu+V(t,z) - Vu=0.
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En multipliant I’équation par u et en intégrant on obtient que

%/u(t,x)de:2/uﬁtudx: —Z/U(V-VU) dz

et en intégrant par parties on déduit que

/u(V -Vu) = —% /(div V)u? du,

d
E/|u(t,x)|2dx < HdivV||Loo/|u|2dx.

Le lemme de Gronwall donne alors
Ju()]l > < e fluoll - -

Remarquons que si divV = 0 alors la norme L*(R", dx) est conservée (ce qui est le cas

pour I’équation d’Euler incompressible).

11.2 Equations hyperboliques pseudo-différentielles

On considére des symboles a;(x, £) dépendant d’un paramétre ¢t € R, a valeurs complexes.

Dans toute la suite de ce chapitre z,£ € R™ ot n > 1 est un entier quelconque fixé.

Définition. e Considérons un symbole a = a(x,€) appartenant a SY(R™). On dit que a
est hyperbolique si a peut s’écrire sous la forme a = a; +ag ot ay € S*(R™) est un symbole
a valeurs imaginaires pures et ag appartient o S°(R™). Il est équivalent de dire que a est

un symbole de ST(R™) dont la partie réelle appartient o S°(R™).

e Considérons une famille (a;)ier de symboles de ST(R™) telle que t — a; est continue
et bornée de R dans S*(R™). On dit que (a;)ier est un symbole d’ordre 1 dépendant du
temps. Par définition, ce symbole est hyperbolique si Re(a;) est bornée dans S°(R™).

Exemple. L’exemple le plus simple d’un symbole hyperbolique est le suivant : a(z, &) =
i&. Alors Op(a)u = Oyu. Si ay(x, &) =iV (t, )&, alors (a¢)ier est un symbole hyperbolique
et Op(a)u =V (t,z) - Vu.

Considérons un symbole (at):cr hyperbolique et une fonction u continue de R dans S’'(R™).
Par définition, Op(a)u est donnée par (Op(a)u)(t) = Op(a)u(t). Si u € C°(R; H¥(R™))
avec s € R, alors le théoréeme de continuité des ¥YDO sur les espaces de Sobolev entraine

que Op(a)u € CO(R; H*1(R™)).

Donnons nous de plus :
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— un temps 7' > 0 et un nombre réel s quelconques;
— une fonction ug € H*(R"), appelée la donnée initiale ;
— une fonction f € C°([0,T]; H*(R™)), appelée le terme source.

On s’intéresse au probléme de Cauchy suivant

ou

— 4+ O = f,
(11.2.1) ot plaju =1

Ult=0 = U0,

ou l'inconnue est la fonction u = wu(t, z), la variable t € R, correspond au temps et la

variable x € R™ (n > 1) correspond a la variable d’espace.

Théoréme 11.4. Soit T >0, n > 1 et s € R. Pour toute donnée initiale uy € H*(R™) et
tout f € C°([0,T]; H*(R™)) il existe une unique fonction

u € C°([0, 7] H(R™)) n ([0, T; H*H(R™))

qui vérifie

et qui est telle que u(0) = ug.
Démonstration. Le premier ingrédient pour démontrer ce théoréme est une estimation a
PTLOT.

Lemme 11.5. Soit s € R, T' > 0. Il existe une constante C telle que pour tout u €
CH[0,T7; H?) N C°([0, T]; H*™Y), tout f € C°([0,T]; H), tout ug € H® et tout t € [0,T],

si u est solution de (11.2.1) alors

(11.2.2) u(?)]

e < e uol pe At

t
2 / SO | £(1)]
0

De plus il existe deux constantes K et N qui ne dépendent que de s telles que

C<K Z sup sup ‘(5)"5‘8;3‘8?%(3:,5)‘ avec oy 1= (a: —dt) + 2Rea;.
laf+]8]<n tE0T] =8

ot a; est le symbole de l’adjoint de Op(ay).

Démonstration. On commence par le cas s = 0. Comme u est C! & valeurs dans L? on

peut écrire que

d 2 d
7 a0l = = (u(t), u())

= 2Re (Qpu(t), u(t))
(11.2.3) = —2Re (Op(as)u(t),u(t)) + 2Re (f(t),u(t)) .
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On a vu au chapitre précédent que 'adjoint Op(a;)* est un opérateur pseudo-différentiel

dont le symbole, noté aj, est tel que af = @, + b; avec b € S°(R™). On peut alors écrire

(Op(ar)u(t), u(t)) = (u(t), Op(a) u(t)) = (u(t), Op(a@r)u(t) + Op(br)u(t)) -

L’hypothése que (a;) est hyperbolique signifie que @; = —a; +2 Re a; avec Rea; € S°(R™).

Donc a} = —a; + a; ou oy appartient & S°(R") (uniformément en ¢). On en déduit que

(Op(ag)u(t), u(t)) = (u(t), — Op(ar)u(t) + Op(az)u(?))
d’ou
2 Re (Op(ag)u(t), u(t)) = (u(t), Op(ar)u(t))

L’inégalité de Cauchy-Schwarz et le théoréme de continuité des YDO d’ordre 0 sur L?

impliquent que
[(Op(aru(t), u(t))] < K sup 10D ()l £(z2) llu(®)]72 < Collu(®)]72

ou Cj est une constante qui ne dépend pas de ¢. En reportant cette inégalité dans (11.2.3)

on conclut que

d 2 2
(11.2.4) 7 12 < Collu®)lze + 2 F 1] 2 u®)ll e -

On aimerait écrire que 4 [u(®)]|3> = 2 [Ju(t)]| L|u(t)| 2 et simplifier 'inégalité en divi-
sant par ||u(t)]|;.. Comme on ne sait pas encore que |[u(t)|| > ne peut pas s’annuler (sauf

si u est identiquement nulle), on procéde de la fagon suivante : étant donné 6 > 0, on

déduit de (11.2.4) que la fonction y(t) = /||u(t)||3> + & vérifie

%y@? < Coy(t)? + 2| F(1)]| 2 w(®),

et comme |[u(t)||%2 + & > 0, la fonction y(t) est C* et on peut simplifier

Q%y(t) < Coy(t) + 2| f()l 2 -

Le lemme de Gronwall implique que

t
lu(®)] = < y(t) < y(0)e +/ LF )2 €2 at,
0

pour tout § > 0. En faisant tendre d vers 0 on obtient que
t !
lu(®)ll g2 < [lu(0)] 12 e +/ LF ()] g2 €2 at,
0
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ce qui conclut la démonstration du lemme dans le cas s = 0.

Maintenant pour s quelconque on commute L = d; + Op(a) a Ay = (D,)®, ce qui donne
Agu=LAu, L=0,+A, A=A,Opla)A_,.

Notons que A est un opérateur VDO de symbole hyperbolique. On conclut la preuve en

appliquant estimation L2 & L. O

Démontrons maintenant le théoréme 11.4.

i) Vérifions l'unicité. Si u; et uy sont deux solutions différentes, alors la différence ap-
partient a C'([0, T]; H*"*(R™)). On peut utiliser l'estimation d’énergie (11.2.2) appliquée

avec s remplacé par s — 1, et on obtient que u; = us.
i1) Démontrons maintenant I’existence.

Nous allons commencer par démontrer l'existence d’une solution faible, au sens de la

définition suivante.

Définition 11.6. Soit s € R. Considérons u € C°([0,T]; H*(R")). On dit que u est une
solution au sens des distributions du probléme de Cauchy (11.2.1) si et seulement si la
propriété suivante est vérifice. Pour toute fonction ¢ = ¢(t) appartenant o C§°(] — oo, T'])

et toute fonction 1 = ¢ (x) appartenant a la classe de Schwartz S(R™), on a
T T T
- [ o0t [ eoplaut. v = o006 d+ o). ).

Notons L = 0; + Op(a) et L* = —0; + Op(a)*. On considére l'espace T des fonctions
v =wv(t,z) € R qui sont C* et de la forme v(t,z) = p(t)1(x) ot suppp €] — oo, T et
Y € S(R™), et on note E le sous-espace vectoriel £ = L*(T).

Commencons par démontrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout v € T,

T
(11.2.5) sup [[o(®)]],r-. < c/ 1L ()], dt.
0

t€[0,T]

Pour cela introduisons 9(t, x) = v(T — t, z) et remarquons que
(0 + Op(a)")v = (L*v)(T — t,z), ©(0,z)=0.

Nous avons vu dans le chapitre précédent que Op(a)* est un opérateur pseudo-différentiel
dont le symbole, noté a*, vérifie a* —a € S°(R"). Alors Rea* — Rea € S°(R") et on
voit que a est hyperbolique si et seulement si a* 'est. On peut donc appliquer I'inégalité
(11.2.2) en remplagant a par a*. De plus, comme ©(0,2) = 0, l'inégalité (11.2.5) est

une conséquence de 'estimation a priori (11.2.2) appliquée avec s remplacé par —s
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(notons que les hypothéses qui permettent d’utiliser 'estimation (11.2.2) sont vérifiées
car v € C'([0,T]; H*(R™))).

Soit y un élément de E. Par définition, y peut s’écrire y = L*v avec v € T. De plus si
v € T est tel que y = L™/, alors L*(v—1') = 0. L’estimation (11.2.5) entraine que v = o/
et donc v = v’. Nous avons démontré que pour tout y appartenant a £, il existe un unique

v e T tel que y = L*v.
Soit y = L*v € E avec v € T. On définit ¥(y) par

ww:A<ﬂmMMﬁ+wwm»>
On a .
IWMSOMM&A|WMW&)WHMMWS

te[0,T

et de plus lestimation (11.2.5) implique que

T T
swuwmmsscl|wwmsw=cﬁ|mmsm

t€[0,T]
T T
!WMSC(MMW+AHﬂMm&>AHwHﬂt

U: F — R est donc une forme linéaire continue. Avec le théoréme de Hahn-Banach on

donc

é¢tend ¥ en une forme linéaire continue ¥ définie sur L*([0,T]; H™*). Les formes linéaires
continues sur L'([0,T]; H™*) se représentant par des fonctions de L>([0,T]; H®), on a
montré l'existence de u € L*°([0,T]; H®) tel que

YoeT, /O<u(t),L*v(t)>dt:/0 (f(t),v(t)) dt + (ug,v(0)).

Le lemme suivant énonce que les solutions faibles sont en fait des solutions au sens clas-
siques.

Lemme 11.7. On a u € CY([0,T]; H*72(R")), de plus u(0) = ug et enfin on a l’égalité
suivante entre fonctions de C°([0,T]; H*%(R")) :

ou
En + Op(a)u = f.

Démonstration. Admis. ]

Pour conclure nous allons régulariser f et ug, construire une suite de solutions réguliéres et
passer a la limite. On introduit deux suites (f™),en et (ul)nen avec f* € C°([0,T]; H*T2)

et uf € H*"2 qui converge vers f dans C°([0,T]; H®) et vers u dans H®, respectivement.
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Le travail précédent donne une suite de solutions u™ appartenant a C*([0,T]; H*). L’esti-
mation d’énergie (11.2.2) montre alors que la suite des solutions aux problémes approchés
est de Cauchy dans C'([0, T]; H®), donc converge vers u € C°([0, T|; H®) qui est la solution
cherchée. O

11.3 Reégularisation de I’équation

Nous allons dans cette section montrer que la solution obtenue a la section précédente est
la limite de solutions de problémes approchés. Ce résultat peut étre vu comme une autre
facon de prouver 'existence d’une solution une fois que 'on a démontré une estimation a

priori (rappelons que la démonstration de I'unicité est directe).

Soit € > 0. Considérons le probléme de Cauchy
(11.3.1) Owu+ Op(a)Jou = f, u(0) =y
ou J., appelé multiplicateur de Friedrichs, est défini par

Tov(€) = x(€)0(€),

ou Y est une fonction C'*° sur R", a support dans la boule de centre 0 et de rayon 2, et

valant 1 sur la boule de centre 0 et de rayon 1.

Théoréme 11.8. Soit T > 0 et s € R. Pour tout ug € H® et tout f € C([0,T]; H®), il
existe une unique solution u. appartenant & C*([0,T]; H®) du probleme de Cauchy (11.3.1).
De plus, pour tout o < s, cette suite est de Cauchy dans C([0,T]; H”) N C*([0,T]; H* 1)
et converge dans cet espace vers l'unique solution u € C'([0,T]; H*) N C*([0,T]; H*') du
probleme de Cauchy

Opu+ Op(a)u = f,  u(0) = uo.
Démonstration. On notera C' plusieurs constantes (dont la valeur peut varier d’une ex-
pression a 'autre) qui ne dépendent que de T et de s.

La principale différence entre le probléme de Cauchy (11.3.1) et le méme probléme sans
lopérateur J. est qu'il est trés facile de montrer que le probléme (11.3.1) admet une

solution.

Lemme 11.9. Pour tout ug € H® et tout f € C([0,T]; H®), il existe une unique solution
u. appartenant a C1([0,T]; H®) du probleme de Cauchy (11.3.1).

Démonstration. Nous avons déja vu que si a = a(z, &) et b = b(§) (symbole indépendant
de z) alors Op(a) o Op(b) = Op(ab). On en déduit que, pour tout & > 0,

Op(a)J. = Op(a®)
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ai(m, §> = at(xa S)X(ef)

Pour tout ¢ et tout € > 0, le symbole a; est a support compact en £ et donc appartient a
S~ et en particulier a S°(R"). Le théoréme de continuité des opérateurs ¥DO d’ordre 0
sur les Sobolev implique que Op(a) est un opérateur continu sur H*(R™). Alors I’équation
Oyu+0Op(a®)u = f peut étre vue comme une équation différentielle ordinaire, pour laquelle

la méthode des itérations de Picard s’applique. O

Dans la suite nous utilisons la notation a5 (z, &) = a:(x, &) x(£€).

Lemme 11.10. [l existe une constante C' telle que pour tout € > 0 et tout t € [0,T], et
toute fonction v € C*([0,T); H*(R™)),

[o@)ll e < ClloO)] s + C/Ot 190 + Op(a)v)(7)]| o dr.

Démonstration. Remarquons que le symbole af(z, &) = ay(x, £)x(€) est borné dans S (R™)
uniformément en ¢, au sens ot { a : € €]0, 1], ¢ € [0, T]} est une partie bornée de S*(R"™),

ce qui signifie que,

Y(a, ) € N*, 3C,5 € RT / Ve €]0,1], Vt € [0,T], sup (110207 a5 (2, £)| < Cap.

De plus Re a¢ est uniformément borné dans S°(R"). L’inégalité voulue est donc une consé-
quence de (11.2.2). O

En appliquant 'inégalité précédente & v = u., on obtient qu’il existe une constante C'
telle que pour tout € > 0 et tout ¢ € [0, 77,

T
(1132) Jucllesguryae < C ol +€ [ 150)

e dt.

Ce qui implique que (u.)-¢jo,1) est une famille bornée dans C°([0, T]; H*(R™)). En utilisant
Iéquation, on vérifie que (u.).ejo1] est une famille bornée dans C*([0, T]; H5~'(R™)). Notre
but est de montrer que u. converge lorsque ¢ tend vers 0 vers une solution du probléme

de Cauchy. Pour cela nous allons montrer le lemme suivant.

Lemme 11.11. La famille (u.)cjo,q) est de Cauchy dans C°([0,T]; H~*(R™)).
Démonstration. Soit € et ¢’ dans ]0, 1]. En partant de

atus + Op(a)Jsua = f7
atus’ + Op<a)=]s’u€’ = fa
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nous déduisons que v = u, — u,s vérifie
O+ Op(a®)v = f. avec f.= Op(a)(JE/ — Jg)ugu

Comme u. et u. coincident pour ¢ = 0, on a v(0) = 0 et on peut alors utiliser I'inégalité

du lemme précédent pour obtenir que

T
olleoqo.zpmss) < C / 1 £o(8) | e .

Or
[/

Par définition

s = 1[0D(@) (e — e )

< K[| (e~ LJue(t)

Hs—2 Hs—1"°

2

|(Jor = ) uer(t)|| s = (27) 7> / ()27 |y (e€) — x (€6 [t (¢, ) de.

On utilise I'inégalité élémentaire |x(££) — x(£'€)| < K |e — €| |£] pour conclure que

/ s

Comme |[uer{| oo 77, 57+) €St uniformément bornée d’apres (11.3.2), on obtient

dt.

HS

T
et < K'|e— & / e (1)
0

HUHCO([O,T];HS—Q) = O(le — £')),
ce qui est le résultat désiré. n

Lemme 11.12 (Interpolation dans les espaces de Sobolev). Soit s1 < sy deux nombres
réels et o €]sy, so[. écrivons o sous la forme o = as; + (1 — a))sy avec a € [0, 1]. 1l existe
une constante C(sy, s2) telle que pour tout u € H*>(R"),

-«
Hs2 -

(11.3.3) [ull e < C(s1, 52) [[ul| e,

|ul
Démonstration. Ecrivons que
Jullye = 2m) [ fa(e) o
= (2m)™" / (€ [P (€)% [ag) ™ dg
de sorte que l'inégalité voulue est une conséquence de I'inégalité d’Holder. O]

Nous avons vu que la famille (u.).gjo,1 est uniformément bornée dans C°([0,T]; H®) et
qu’elle est de plus de Cauchy dans C°([0, T]; H*?). Etant donné o € [s — 2, s[, I'inégalité
(11.3.3), appliquée avec (s1,52,0) = (s—2, 5,0), entraine que (u.)-¢c),1) est de Cauchy dans

C°([0,T); H?). En utilisant 'équation, on obtient de plus que (duc)-cjo,1) est de Cauchy
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dans C1([0,T]; H°~'). Donc u. converge dans C°([0,T]; H”) N C*([0,T]; H°~') vers une

limite notée w.

En passant a la limite, on trouve que u est solution du probléme de Cauchy

0w+ Op(a)u = f,  u(0) = uo.

Pour conclure il reste juste & montrer que u appartient a C°([0, T]; H*) N C' ([0, T]; H*™').
Nous avons vu a la fin de la section précédente comment montré que u appartient a
C°([0,T7; H®). On montre ensuite que d,u appartient & CY([0, T]; H*~!) en utilisant I’équa-

tion.

O
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Chapitre 12

Singularités microlocales

Nous nous proposons dans ce chapitre de donner une introduction a ’analyse microlocale

qui est I'étude des singularités des fonctions de plusieurs variables réelles.

12.1 Propriétés locales

Soit u € C§°(R") et a € S™(R™) avec m un réel quelconque. Le théoréme de continuité des
opérateurs pseudo-différentiels implique que Op(a) est continu de H*(R") dans H*~™(R")
pour tout s € R. Puisque C5°(R™) est inclus dans H*(R™) quelque soit s € R, on en déduit
que
Op(a) (G5*(R")) € H¥(R") € Ci(R")

ol la seconde inclusion provient du théoréme d’injection de Sobolev. On peut se demander
si on a mieux. Par exemple est-il vrai que Op(a)u est une fonction a support compact ?
Ce résultat est vrai, trivialement, si a est un polynéme en £ (a coefficients dépendant de
x). En effet, dans ce cas, Op(a) est un opérateur différentiel et Op(a)u est supportée dans
supp u. Inversement, un résultat classique de calcul différentiel énonce que les opérateurs

locaux (qui n’accroissent pas le support) sont forcément des opérateurs différentiels.

On dispose toutefois de plusieurs résultats concernant la théorie locale des opérateurs
pseudo-différentiels et nous allons les décrire. Parmi ces résultats, le plus simple est donné

par la proposition suivante.

Proposition 12.1. Soit a € S™(R") et u € L*(R™) une fonction a support compact.
Considérons une fonction ¢ € Cg°(R™) qui s’annule sur un voisinage du support de u.
Alors ¢ Op(a)u est une fonction Cp°(R™).

Démonstration. Considérons une fonction ¢ € C§°(R™) qui vaut 1 sur le support de u et

dont le support est inclus dans =1 ({0}).
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Par définition des opérateurs pseudo-différentiels, si a = a(z) ne dépend pas de &, et si
b =b(x,&) est un symbole quelconque, alors Op(a) o Op(b)u = a(Op(b)u) = Op(ab)u. Ici
cela entraine que ¢ Op(a)u = Op(pa)u.

Par ailleurs, on a u = tYu. Le théoréme de composition implique que

¢ Op(a)u = Op(pa){yu} = Op ((pa)#)u.

De plus .
(Pl ~ Y p(020)(0).

Par hypothése sur ¢ et 1 on a ¢(921) = 0 pour tout a € N” donc (pa)#1 ~ 0. On en
déduit que Op((pa)#1) est un opérateur régularisant, borné de H*'(R") dans H*(R")

pour tout nombres réels sq, s5. Ce qui conclut la démonstration. O

Remarque 12.2. Le résultat reste vrai, avec la méme démonstration, si on suppose
seulement que u appartient a l’espace £'(R") des distributions a support compact. Pour
le voir il suffit de savoir que tout élément u de £'(R™) appartient & un espace de Sobolev
H*(R™) pour un certain s € R.

Rappelons que

SRR = | S"R™), SR =[] SM(RY).

meR meR

Ainsi S®°(R"™) est l'espace de tous les symboles tandis que S™>°(R") est 'espace des
symboles régularisants. On a bien sir S™°(R"™) C ST°(R").

On note
H=®R") = H*R"),  H*™R") =) H"(R"),
seR seR
et on a cette fois HT°(R") C H~*(R").

On a vu que si a € S™(R") avec m € R et u € H*(R") avec s € R alors Op(a)u €
H*=™(R™). Si m < 0 alors Op(a)u est plus régulier que u. En particulier

ac€ SR, ue H*(R") = Op(a)u € H*(R") C C;°(R").

Proposition 12.3. Considérons un opérateur pseudo-différentiel Op(a) régularisant, tel
que a € ST®(R™). Alors Op(a) est continu de E'(R™) dans S(R™).

Démonstration. Soit a € S™°(R") et u € &' (R"). Comme &'(R") € H *(R"), ce qui
précéde démontre que Op(a)u appartient & H*(R™) et donc & Cp°(R™). Puis on applique

un raisonnement déja rencontré et qui nous dit que, pour tout a € N", 2® Op(a)u est
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une combinaison linéaire de termes Op(aga)(xa_‘su), qui appartiennent a Cp°(R"™) pour
les mémes raisons (£'(R™) est stable par dérivation et par multiplication par une fonction
lisse). Ainsi on conclut au fait que Op(a)u € S(R™). O

On rappelle la définition du support singulier d’'une distribution.

Définition 12.4. On dit qu’une distribution f € S’'(R") est de classe C™ au voisinage
de xg, s’il existe un voisinage w de xy tel que pour toute fonction ¢ € C§(w) on a
pf € C*(R).

Le support singulier de f, noté supp sing f, est le complémentaire de I’ensemble des points

au voisinage desquels f est C'™.

Cette notion permet de généraliser la proposition 12.1.

Proposition 12.5. Pour tout a € ST°(R") et tout u € H-(R™) on a
supp sing Op(a)u C supp sing u.

Démonstration. Soit a € ST®(R"), u € S'(R™) et Q@ = R" \ supp singu. Ainsi Yu €
Cg°(R™) pour tout ¢ € C§°(2). De plus pour tout ¢ € C§°(£2) on peut trouver ¢ € C5°(2)
avec ¢ = 1 sur le support de ¢ (car dist(supp(y), 9§2) > 0), et

¢ Op(a)u = ¢ Op(a) (Yu) + ¢ Op(a) ((1 —)u).

Le premier terme est dans S puisque Yu € Cj°(R") C S, et le second terme peut s’écrire
Op(b)u ot b = pa#(1—1). Comme nous I'avons déja vu, le symbole b vérifie b ~ 0 puisque
supp(¢) Nsupp(1 — ) = O par construction de . Par ailleurs, si u € H~*°(R"), alors on
a aussi (1 — ¢¥)u € H™°(R™). On en déduit que ¢ Op(a) ((1 —¢)u) € H(R™). Donc,
pour tout ¢ € C5°(R2), on a ¢ Op(a)u € C§°(2). On en déduit que Op(a)u € C>*(Q) (la

régularité est une notion locale) ce qui est la propriété recherchée. O

12.2 Front d’onde

Le front d’onde d’une distribution f € S'(R™), noté WF(f), est un sous-ensemble de
R™ x (R™\ {0}), qui décrit non seulement les points ou f est singuliére, mais encore
les co-directions dans lesquelles celle-ci est singuliére. Cet ensemble est défini par son

complémentaire.
Définition 12.6. Soit f € S’'(R").
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i) On dit que f est microlocalement de classe C* en un point (xo,&) € R™ x (R™\ {0})
sl existe un ouvert w C R™ contenant xy et un cone ouwvert I' de R™ \ {0} contenant &,

tels que l'on ait

(12.2.1)  Vpe CRw), YNeN, 30y >0:veel, ’@f(g)] < On(1+ €))7V,

it) L’ensemble des points (x9,&) ot f n’est pas microlocalement C*° est appelé le front

d’onde de f et noté WE(f).

Le front d’onde est un sous-ensemble conique de R™ x (R™\ {0}), ce qui signifie que pour
tout ¢ > 0,
(z,8) e WE(f) = (x,1€) € WE(/).

Le front d’onde permet de préciser la notion de support singulier. En effet, on a la pro-

position suivante.

Proposition 12.7. La projection sur R™ de WF(u) est supp sing(u).

Démonstration. Soit xy € R™ n’appartenant pas a supp sing(u). Si ¢ € C°(R™) est a
support dans une boule suffisamment petite centrée en zg, alors pu est une fonction C*°
a support compact et donc appartient a la classe de Schwartz. Comme la transformée de
Fourier d’une fonction de S(R™) appartient & S(R™), on en déduit que pu est a décroissance

rapide dans toutes les directions. En particulier, aucun (zy, &) n’appartient & WF(u).

Réciproquement, supposons que z est tel qu'aucun (z,&y) n’appartient & WF(u). Pour
chaque & on peut trouver un ouvert w contenant xy et un cone I' contenant &, tels
que (12.2.1) soit valide. Par compacité de la sphére, on peut trouver un nombre fini de
tels couples (w;,I';) de maniére que les I'; recouvrent R” \ {0}. Pour ¢ € C§°(R") dont le
support est contenu dans N;w; on en déduit que la fonction pu est a décroissance rapide,

ce qui acheve la démonstration. O

Si P est un opérateur différentiel d’ordre m dont les coefficients p, sont réels et C*,
P= Z Pa(2)0y.
laj<m
Une question importante en EDP est de déterminer le front d’onde des solutions distribu-
tions de I'équation Pf = 0. Les résultats de base relient la géométrie de 'opérateur a la
géométrie des singularités de ses solutions. Les deux objets géométriques les plus simples

que l'on associe a 'EDP P(f) = 0 sont les suivants.

i) Le symbole principal

Pm(®,6) = > palw)€®,

|la=m

qui est un polynéme homogéne de degré m en &.
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ii) La variété caractéristique de P que I'on note Car(P) et qui est le fermé (homogéne

en &) défini par
Car(P) = { (z,€) € R" x (R"\ {0}); pm(z,€) =0}.
Le premier résultat important de la théorie est le suivant.

Théoréme 12.8 (Sato-Hormander). Les singularités sont contenues dans la variété ca-
ractéristique. Si P est un opérateur différentiel a coefficients appartenant a Cp°(R™), alors
pour tout u € S'(R™),

P(u) = 0= WF(u) C Car(P).

Démonstration. Nous commengons par un lemme technique. Etant donné un opérateur
différentiel @ et une fonction ¢ € C§°(R"), on cherche ¢ € C§°(R") qui vérifie, approxi-
mativement, I’équation

Q(¢eix~£) — ()Oeix{.
Résoudre approximativement signifie que nous aurons une erreur et que cette erreur est
mesurée en fonction du parameétre naturel qui est la fréquence |€] (ici [£] est grand).
Observons aussi que e @4Q(fe*) = q,,(x, ) f+- - - ot les pointillés cachent un polynome

en ¢ de degré inférieur & m — 1. Ainsi, en premiére approximation, on cherche ¢ y comme
'

Qm(xv 5) .

Lemme 12.9. Considérons un opérateur différentiel Q =3, .., aqa(2)0; d’ordre m et

une perturbation de

notons qm(r,£) = 3,12 @a()(1§)* son symbole principal. Soit w un ouvert de R" et
V C R"\ {0} un cone tels que

3C >0/ V(@,§) €wxV, |qm(z,8)] = ClE[™.

Pour tout entier N, pour tout ¢ € C§(w) et tout & € V, il existe ey € CF(w) et
ren € CO(R™) telles que

Q (:f&({;(‘i)) eix{) — (peix-ﬁ + Tﬁ,Neixf

avec Supgn |09re | < Cul&7V.

Démonstration. Introduisons un opérateur R (qui dépend de &) en posant

Q) = (W + Relu))e.

Il s’agit alors de résoudre, approximativement, I’équation ¢ + R¢(¢) = . Commengons

Y )eix'5> ou () =

par donner une expression de Re(1)). Pour cela on calcule ei“'£Q<ﬁ
qm\ T,
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Y o @a(z) DS, directement avec la régle de Leibniz, en séparant l'expression en plusieurs
termes : le premier terme correspond au cas ou toutes les dérivées sont d’ordre |o| = m
et agissent sur le facteur oscillant ¢ (la contribution de ce terme est v); la somme
des autres termes correspond & Re(1)), c’est la somme des termes pour lesquelles soit
la| < m — 1 et toutes les dérivées agissent sur %, soit au moins une dérivée agit sur le

facteur ¥ /¢ (x,£). On trouve

e_ifo($e_”f) = (I) + Re(v) ou

:e—imf ¢ a(x)0% eimf
(1) |a|zm—%(‘”’§) o() 07 (€7°),
Re() = ¢ v

ja|<m—1 42, ¢)

iz (0 -

+ e E o (2)0% ( ——— )07 e™E,
i ) (qm(x,§)>

y=a, |8]>0

aa ()07 (€),

Alors (I) =1 car
N aa(@)02 () = gz, )¢,

|a)|=m
par définition de ¢,,.
Posons
N-1
ven =Y (=R)™9), ren = (—D)NRY(9).
n=0

Alors e v + Re(e,n) = ¢ + 1¢,n et on vérifie que re v vérifie les propriétés voulues. [

Démontrons maintenant le théoréme. Soit (xg,&y) ¢ Car(P). Considérons un ouvert w de
R™ et un come I' € R™ \ {0} tels que

AC >0 /(z,8) ewxT = |pu(z, 8| >CE™.
Alors, avec Q ='Pet V =—I,0n a
3C >0 V(@ &) €wx V, |gu(z, =) > C¢".

Fixons une fonction ¢ € C§°(w). Pour montrer que (¢, &) ¢ WF(u), nous allons estimer
pu(§). Le lemme précédent implique que, pour tout entier N et tout £ € V, il existe
Yen € CP(R™) et e i telles que

tp (_%,N e_m{) = et 4 7“&1\76_”6'g
dm

avec sup |02 x| = O(|€]7V).
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Alors on peut écrire

pu(&) = (u, 9067”5) = <u,tP((1p£7N/qm)e*iw-§) _ Tg,Nefimf)
= (Pu, (e /gm)e™) — (u,reve ™)

= —<’LL, 7“£7N€_i$.£>,

ou l'on a utilisé que Pu = 0.

Rappelons que par définition des distributions tempérées, il existe un entier p et une

constante C' tels que

e SEY, [(wr)<C s |e"0n(x)].

$€R",‘O¢|+|ﬂ‘§p
ou CF est I'espace des fonctions C*° a support dans K.

Comme r¢ x est une fonction C*° & support dans w, il existe un entier M qui ne dépend

que de w tel que, pour tout £ € I,

!(u, rg,Ne’”'§>| <C Z sup |8§‘ (rg,Ne’”{)!
la| <M
mais sup ‘85‘ (rg,Ne_”"f” = O(|¢]!*1=N) donc |<u, re_i$'5>| < Cn(EYM-N_ (La constante Cy
dépend de w et de ¢, mais ceci ne pose aucun probléme.) En prenant N assez grand, on

conclut la démonstration. O

12.3 Théoréme de propagation des singularités

Le théoréme de propagation des singularités dit que non seulement le front d’onde (les
singularités) de la fonction est contenu dans la variété caractéristique, mais en plus c’est

forcément une réunion de trajectoires pour un systéme dynamique naturel.

Définition 12.10. Considérons une fonction b = b(z,§&) € C*(R*") a valeurs réelles. On
note Hy: R*™ — R?" le champ de vecteurs défini par

0b 0b 0b 0b

(12.3.1) Hy(z,€) = <a_51($’5)’ L 8—&(93,5), S CUNE o (:g,g)>.

On dit que Hy est le champ hamiltonien de b. Ses courbes intégrales sont appelées des
bicaractéristiques. Pour (z,€) € R* x R", on note t — @Y (x,£) = (x(t),£(t)) 'unique
solution maximale du systéeme

dx  Ob d¢ b
= Sel.0), G =5l €w)

z(0) =z, £(0) =¢.
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Remarque 12.11. On utilise aussi la notation

" /0b 0 ob 0
=355, ~ a5,

j=1
pour désigner le champ de vecteurs donné par (12.3.1).

Proposition 12.12. Supposons que b est un symbole & valeurs réelles avec b € S'(R™).
Alors le flot ®y @ R*™ — R*" est défini pour t € R. De plus, si p € S°(R"), alors
p(®Yy, (x,€)) défini un symbole qui appartient o S°(R™) uniformément en t.

Démonstration. Admis. O

Considérons un symbole a € S*(R™). On suppose que a peut s’écrire sous la forme a' + a°
ou

1. a® € SO%(R");

2. a' est un symbole & valeurs imaginaires pures et homogéne en ¢ d’ordre 1.

Par exemple, a(z,§) =iV (z)§ avec V € C;°(R™) une fonction a valeurs réelles.

Nous avons montré au chapitre précédent comment résoudre le probléme de Cauchy pour
I’équation

% + Op(a)u = 0.
On note S(t,s) = e(s=HOP@: [2  [2 Popérateur solution qui & une fonction uy € L(R™)
donnée associe la valeur au temps ¢ de 'unique solution du probléme de Cauchy qui vaut
ug au temps s. C'est-a-dire : u(t) = S(¢, s)ug est P'unique fonction u € C°(R; L?(R")) telle
que

s + Op(a)u =0, u(s) = up.

Théoréme 12.13. Soit Py = Op(py) € OpS°(R™) un opérateur pseudo-différentiel.
Alors, pour tout t € R, modulo un opérateur régularisant, S(t,0)PyS(0,t) est un opérateur

pseudo-différentiel : il existe un symbole q; € S°(R™) tel que, pour tout uy € L*(R™),
S(t,0)PyS(0,t)ug — Op(qs)ug € HT(R™).

De plus
6:(%, &) — po(P (w,€)) € STHR")

ou D, est le flot associé au champ de vecteurs

1 — <8a1 o  9dal 0 >



Démonstration. En dérivant par rapport a t nous trouvons que P(t) = S(t,0)P,S(0,1)
vérifie

P'(t)+ [Op(a), P(t)] =0, P(0) = F.
Nous allons construire une solution approchée Q(t) de cette équation puis montrer que

P(t) — Q(t) est un opérateur régularisant. On cherche donc Q(t) = Op(q;) avec ¢ €
Op(S°(R™)) solution de

Q'(t) + [Op(a), Q)] = R(t), Q(0) =Py,

ou R(t) est une famille d’opérateurs régularisants. On va construire ¢ de la forme

qt,x,&) ~ qO(t,z,€) + ¢V (t,2,6) +

ot ¢ est un symbole d’ordre —k. Alors le symbole de [Op(a;), Q(t)] est de la forme

(1232 H@+§Kmm%@}+§jﬂ,kq @)(@24) — (9£0)(a)].

la[>2

Cela suggére de définir ¢(© par

0
(5 +H)a" 2.0 =0, ¢90.2,6) = po(a. ).

Ainsi ¢O(t,2,€) = po(® (z,€)), le symbole donné par I'énoncé du théoréme. On a

qO(t, z, &) € S°(R™). Par récurrence on résout

, |
(2 4+ 1) ¢t 6) =029, 02,6 =0,

ot b7 est déterminé par récurrence, de maniére a obtenir une solution de (12.3.2).

Finalement, il reste & démontrer que P(t) — Q(t) est un opérateur régularisant. De fagon
équivalente, nous allons montrer que v(t) —w(t) = S(t,0) Py f — Q(¢)S(t,0)f € H*(R™).

Notons que

5+ 0p@y =0, v(0) = Rf.

alors que
ow
EﬂLOP() =g, w(0)="Rf,
avec g = R(t)S(¢,0)w € C°(R; H*(R")). En prenant la différence des deux équations on

trouve

9 o~ w) + Opla)(v —w) = g v(0) ~ w(0) =0.
Alors le théoréme sur la résolution des équations hyperboliques entraine que v(t) —w(t) €
H*>(R™) pour tout ¢ et tout f € H~*(R"). Ce qui compléte la démonstration. H
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On peut maintenant calculer I'action de 'opérateur solution exp(t Op(a)) sur le front

d’onde de la donnée initiale.

Théoréme 12.14. Si u vérifie

— +Op(a)u =0, wup— = uo

avec ug € LA(R™) alors u € C°([0, T|; L*(R™)) et, pour tout 0 <t < T,
WE(u(t, -)) = @5 (WF (u)).

Démonstration. Supposons que (g, &) & WF (ug). Alors il existe po(z, £) tel que po(xg, &) #
0 et Op(po)ug € C°. En utilisant 'opérateur () introduit dans la preuve du théoréme pré-

cédent on obtient que
(0, + Op(a))Qu = Ru € C°([0,T); H*®), Qu|i—o € C5°.

On en déduit que Q(t)u(t) est C* et donc P (xg,&) € WFu(t,-). Comme on peut

renverser le sens du temps, on trouve le résultat désiré. O

12.4 Calcul paradifférentiel

Dans cette section nous présentons le calcul paradifférentiel introduit par Jean-Michel
Bony pour étudier les singularités des équations aux dérivées partielles non linéaires, de
la forme
F((97 f)al<m) = 0.

On ne sait pas décrire pour une équation aussi générale I’ensemble des points ot la fonction
n’est pas microlocalement C'*°. En particulier on ne connait pas d’analogue du résultat
(10.1.1) précédent. En revanche, grace au calcul paradifférentiel, on peut dire des choses si
'on remplace C* par un espace de fonctions a régularité limitée (par exemple H" avec r <
+00). Pour cela nous utiliserons la définition suivante. On dit que u est microlocalement

H" en (x0,&) si il existe un symbole ¢ = ¢(z,£) homogéne d’ordre 0 en &, vérifiant
©(wo,80) # 0, tel que Op(p)u € H'.

Théoréme 12.15. Soit n,m > 1 et sg = n/2+m. Considérons une solution f € H*(R"™)

avec s > Sq de
(12.4.1) PO f)iaizn) = 0.

Introduisons le symbole

)= Y S—Z<<a§f<x>>|a|gm><is>“.
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En tout point (z9,&) € R" x (R"\ {0}) tel que py(x0,&0) # 0, [ est microlocalement deux
fois plus régulicre : elle est microlocalement de classe H' pour tout t < 2s — sy.

Dans I’énoncé précédent, le symbole p,,, dépend de 'inconnue f et on est amené a travailler

avec des symboles de régularité limitée.

Définition 12.16. Soitm € R et k € N. La classe des symboles d’ordre m et de régularité
C* en x, notée [7HR™), est Uensemble des fonctions a = a(x,§) telles que, pour tous

multi-indices B dans N", il existe une constante Cy telle que

102a(,€)]| o < Ca(1 + [€))m 1.

La quantification para-différentielle de Bony associe a un symbole a 'opérateur T, défini

par

Toue) = (2m) [ X = n.jale — n. () do
ona(6,&) = [ ez, &) dz, et les fonctions de troncature ¥ et x vérifient
() =0 pour |n| <1, ¢(n)=1 pour |n| > 2,
et, pour €1, £y assez petits,

x(0,n) =1 si|0]<ei|n], x(0,n)=0 sil|0]>en|.

Le point central dans la démonstration du théoréme précédent est de montrer que si f

vérifie I’équation (12.4.1) alors
Tpmf S Ht<Rn)7

qui est une équation paradifférentielle. On dit que 'on a paralinéariser (12.4.1).
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Quatriéme partie

Analyse des équations aux dérivées

partielles
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Chapitre 13

Le probléme de Calderén

13.1 Introduction

Nous allons voir dans ce chapitre comment appliquer plusieurs des résultats précédents

pour résoudre un probléme posé par Calderon.

Etant donné € un ouvert C™ borné, une fonction V€ L>(f) telle que V' > 0 et une
fonction f € H'(Q), nous nous intéressons au probléme suivant, d’inconnue la fonction
u: Q = R,

{ — Au+Vu=0 dans (),

u=f sur Of).

Ce probléme admet une unique solution u appartenant a H'(€2). Un opérateur trés im-

portant dans les applications est 'opérateur de Dirichlet-Neumann, défini par

Av(f) = uu .

Sylvester et Uhlmann ont démontré qu’en dimension n > 3, 'opérateur Ay détermine le
potentiel V. Précisément, leur résultat énonce que 'application V — Ay est injective. Ce
théoréme répond & une question posée par Calderon et est au coeur de préoccupations

actuelles dans 1’étude des problémes inverses.

Nous avons deux objectifs bien distincts dans ce chapitre. Le premier est de démontrer ce
résultat, qui est un trés beau résultat. Le second est de proposer des illustrations originales

des méthodes introduites dans les parties précédentes.

La méthode de démonstration de Sylvester et Uhlmann suit une idée surprenante intro-
duite par Calderon. Elle consiste a travailler avec des fonctions harmoniques (solutions de
Au = 0), de la forme z + exp(¢-z) ou ¢ = ((1,...,¢,) € C"est tel que (G +-+-+ (2 =0.

Calderén avait montré, grace a ces fonctions, que ’espace vectoriel engendré par les pro-
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duits de fonctions harmoniques est dense dans L?. Ce résultat, assez frappant, admet une

trés jolie démonstration qui nous permettra d’appliquer le théoréme d’unicité de Fourier.

Nous verrons ensuite la construction de Sylvester et Uhlmann de fonctions qui jouent
un role analogue dans le cas ou 'équation Au = 0 est remplacée par —Au + Vu = 0.
La différence fondamentale est qu’il s’agit d’'une équation a coefficients variables. Un
des objectifs de ce chapitre est justement de montrer comment aborder un probléme
a coefficients variables en utilisant la notion de solutions approchées. La démonstration
donnée par Sylvester et Uhlmann comportait un passage assez technique qui a été simplifié
par Hahner. Nous suivrons sa démonstration, trés élégante qui nous permettra de donner

une illustration originale de la décomposition sur une base hilbertienne.

Enfin, dans la derniére partie, nous expliquerons formellement comment ces constructions

permettent de démontrer 'injectivité de V +— Ay.

13.2 Densité des produits de fonctions harmoniques

Dans ce chapitre on considére principalement des fonctions & valeurs réelles. Lorsqu’on
consideérera des espaces de fonctions & valeurs complexes, on I'indiquera explicitement (en

utilisant la notation L?(€2, C) par exemple).

Théoréme 13.1 (Calderon). L’espace vectoriel engendré par les produits de fonctions
harmoniques est dense dans L*(Q2). De méme ’espace vectoriel engendré par les produits

scalaires de gradients de fonctions harmoniques est dense dans L*(£2).

Démonstration. Les deux résultats se démontrent de fagon analogue et on ne considérera

que le cas de produits scalaires de gradients de fonctions harmoniques. Introduisons

H={ueC> Q) : Au=0}
II={Vu-Vov :(uv) €H xH}
X = Vect II.

On veut montrer que si p € L3() et / ofdx =0 pour tout f € X alors ¢ = 0. Ce qui
Q

entrainera que X+ = {0}, d’ou le fait que X est dense dans L*(Q2) par un résultat déja

vu sur les espaces de Hilbert.

Counsidérons 'ensemble
A::{pEC” : p-pzp%—i—---—l—pi:O}.
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Notons que
peA <= |Rep|’—|Imp|*+2iRep-Imp=0

<= |Rep|=|Imp|, Rep-Imp=0.

L’observation essentielle est que si p € A, alors u;(x) = €®*, uy = €7 sont des fonctions
harmoniques. En effet, Vu; = ipe™? d’ott Auy = —(p - p)e™” = 0 et de méme Auy = 0.
Nous allons utiliser ces remarques avec p choisi de la fagon suivante : on se donne n € R”
et k € R" tels que -k =0 et |n| = |k|. Alors p = —in + k vérifie p- p = 0.

Considérons ¢ € L*(Q2) telle que / pfdr =0 pour tout f € X. Il faut faire attention
Q

ici au fait que X est un espace de fonctions & valeurs réelles alors que les exponentielles
u(x) = P v = P sont a valeurs complexes. Mais on vérifie directement que si Au = 0,
alors Rew et Imwu sont des fonctions harmoniques. Par conséquent, I’hypothese sur ¢

entraine que / ¢fdx =0 pour tout f dans I’ensemble
)

{VRQUI‘VRQUQ, VReu; - VImug, VImu, - V Reus, VImul-VImUQ}.

On en déduit que
/ ©Vuy - Vugdz = 0.
Q

En utilisant la définition de p = —in + k et le fait que |n| = |k|, on en déduit que
- /Q p(z)p- (—p)e e du
= [ ol -2lbp e g
= [ —2lkPo@en=tar = [ 2bP(ap)(e)e da,

ol xq est la fonction indicatrice de €. La fonction yqy appartient a L'(R"™) et donc sa
transformée de Fourier Yo est une fonction continue. Le calcul précédent implique que
Xap = 0. Pour conclure la démonstration il ne reste plus qu’a observer que ¢ = 0 d’aprés
le théoréme d’unicité de la transformée de Fourier, dont nous rappelons ici I’énoncé : si
f € LY(R™) est telle que [ e *7*f(z)dx = 0 pour tout £ € R", alors f = 0. O

13.3 Equations & coefficients variables

La preuve du théoréme 13.1 repose sur l'utilisation des exponentielles e** avec
peA:={CeC": (- (=0}
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Ces exponentielles sont des exemples de fonctions harmoniques et nous nous proposons
d’étudier 'existence de fonctions similaires pour des équations a coefficients variables.

Considérons une fonction V' € L>(€,R) et un opérateur P défini par’
Pu=—-Au+ Vu.

La fonction ¢ avec p € A n’est pas dans le noyau de P si V' # 0, mais nous allons voir

que l'on peut trouver une solution approchée de I'équation (—A +V)u = 0 de la forme
u(z) = (1 +r(x))

ol r est un terme correctif qui sera petit (de taille O(|p|™!)) pour une certaine norme.
L’idée de chercher une solution approchée plutot que de chercher une solution exacte est
une idée essentielle pour étudier un probléme & coefficients variables (et encore plus un

probléme non linéaire).

Une autre idée essentielle est de relaxer le probléme en cherchant une solution géné-
ralisée. Nous n’allons pas chercher une solution de I’équation —Au + Vu = 0 au sens

classique. Nous allons chercher une solution au sens dit faible (voir la définition 6.3).
Soit w € H'(Q,C) et V € L>®(Q2). Alors la fonction f = Vu vérifie f € L*(Q) et donc
f € Lj,.(22). On peut déduire de la définition 6.3 que u est une solution faible de 1’équation

loc

—Au+ Vu =0 si et seulement si

Vo € CL(Q,C), > /Q (Oyu)(0;¢) dz + /Q Vugdz = 0.

1<i<n

Nous allons chercher une solution faible de I’équation —Awu + Vu = 0 de la forme
u=e""(1+r(x)),

avec r dans l'espace de Sobolev H' ().

Proposition 13.2. Soit V € L>(Q). I existe une constante Cy qui ne dépend que de €

et de n telle que, pour tout
peA={CeC": (- (=0}
vérifiant |p| = /p - p > max(Co |V ;o » 1), et pour tout F € L*(Q2, C), I’équation

(—A+V)u=0

1. La terminologie, issue de la Mécanique Quantique, est la suivante : on dit que V est un potentiel
et on appelle P l'opérateur de Schrodinger associé au potentiel V. On note simplement P = —A + V en

identifiant la fonction V avec 'opérateur de multiplication par la fonction V.
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a une solution faible u de la forme u(z) = €**(1 + r(x)) ot r appartient a l'espace de
Sobolev H* (), C) et vérifie

17l < | | e
IVrle < CollFll 2

Démonstration. La démonstration, assez longue, est décomposée en plusieurs étapes.
Etape 1 : conjugaison.

Il est commode de conjuguer I’équation par €. Pour faire ce calcul, on écrit formelle-

ment ? que

(A+ {141} =0 & e (=A+V){e""(1+ r>} =0
(13.3.1) & (-A=2ip-V+V)1+r) =
& (A =2ip-V+V)r=-V.

Notons que si r € HY(Q,C) et V € L>(Q), alors —2ip - Vr + Vr + V appartient a
L} .(Q,C). Par conséquent, la définition 6.3 implique que r est une solution faible de

(—A —2ip-V+V)r=—V siet seulement si

Vo € C;(9,C), Z / (0r)(0;00) dx+/( 2ip-V7‘+Vr)qbdx+/QV¢dx—O.

1<i<n

Le lemme suivant énonce que le calcul formel (13.3.1) a un sens pour les solutions faibles

(la démonstration est laissée au lecteur).

Lemme 13.3. Soit r € H'(Q,C). Alors u = €**(1 + r) appartient a H'(Q,C) et u
est une solution faible de (—A + V)u = 0 si et seulement si r est une solution faible de
Uéquation (—A —2ip -V +V)r =-V.

D’aprés le lemme précédent, il nous suffit de montrer qu’il existe une constante Cyy qui ne
dépend que de €2 et de n telle que, pour tout p € A vérifiant |p| > max(Cy ||V ]|« , 1), et
pour tout F' € L?(§2,C), I'équation

(—A—=2ip-V+V)r=F,
a une solution faible r € H'(2, C) satisfaisant

7l < = I
(13.3.2) g ! |

Vel < Co ||F||L2(Q)

2. C’est-a-dire en calculant comme si les fonctions étaient réguliéres, sans se préoccuper du fait qu’on

manipule en fait des solutions faibles.
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Etape 2 : résolubilité de ’EDP conjugué dans le cas V = 0.

On souhaite trouver une solution faible r € H'(Q2, C) de I’équation
(=A —2ip-V)r=F,

vérifiant les estimations (13.3.2).

Lemme 13.4. Pour tout p € A il existe un opérateur borné Q,: L*(Q,C) — H*(Q,C)
tel que
(—A—2ip-V)Q, = I

et vérifiant, pour tout F € L*(Q,C),

Cy
QuF ;2 < —
H P HL2 |p|

”VQ/JFHL2 < Co HFHLQ(Q)v

1El 2

ot Cy est une constante qui ne dépend que de ) et de n.

Démonstration. Nous allons suivre une démonstration trés astucieuse de ce résultat qui
est due a Hihner. Ecrivons p = s(w; + iwy) avec s = |p|/v/2 et wy,wy sont des vecteurs
de R™ orthogonaux. On peut sans perte de généralité supposer que w; = (1,0,...,0) et
wo = (0,1,0,...,0) sont les deux premiers vecteurs de la base canonique de R". On peut
également supposer que {2 est inclus dans le cube II = [—7, 7|". Etendons F' par 0 dans

II. On se raméne a résoudre I’équation
(—A —2is(0y +i09))r = F  dans 1L

L’idée, astucieuse, est d’introduire une base hilbertienne bien choisie *.

Introduisons

en(z) = exp (z(k + %w) : 35) (k € Z").

On vérifie directement que

1 oY I
(ex,€) = W/Hek(x)el(x) dz = 4y,

3. Rappelons un résultat vu au chapitre 3.

Théoréme 13.5. Considérons un espace de Hilbert H et une suite (en)nen vérifiant (en,em) = 1 si
n=m et 0 sinon. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalents :
(#) Si f € H vérifie (f,e,) =0 pour tout n dans N, alors f =0;

+oo
(43) pour tout f € H, la série Z(f7 en)en converge vers f et ||f|* = Z I(f, en)]?.

n=0
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donc (ey)rezn est une famille orthonormale de L*(IT,C) pour le produit scalaire précé-
dent (produit scalaire usuel sur L?(IT), normalisé¢ par la mesure de IT). C’est aussi une
base orthonormale. En effet, si v € L2(II, C) vérifie (v,e,) = 0 pour tout k € Z, alors
(ve_%m’,eik'x) = 0 pour tout k € Z", ce qui implique ve 2T = 0, d’apres le théoreme
d’unicité du développement en série de Fourier. On en déduit que v = 0. D’aprés un
résultat déja vu sur les bases hilbertiennes, ceci prouve que (€, )nen en est une. On peut
alors développer F' sur cette base : F' =", . Frey, avec Fj, = (F,e;) et

2
IFIZ2 = > 1l
kezn

On cherche également r sous la forme r = ", . rre;. Notons que

1
Ve, =1 (k‘ + §w2) €k,

d’ou

2
(—A — 2is(0, +i0y))er = prer,  avec py = ((k + %w) — 2is (ikl - (kz + %))) :

et donc l'équation (—A — 2is(0y + i0;))r = F suggére de définir 74, par

PrTe = Fp.

Notons que | Im py| = |2s(k2 + 3)| > s > 0 donc py ne s’annule jamais et on peut résoudre
I’équation précédente. De plus

1 1
7] < —|F| < =|Fyl,
‘pk| S

ce qui implique que r € L*(IT, C).

Pour montrer que r appartient a I'espace de Sobolev H'(IT), nous devons montrer que r
admet une dérivée au sens faible dans L2 Pour cela nous allons utiliser le fait que 7 est
la somme d’une série de termes qui sont C* et appartiennent donc a H'(IT). Il suffit de
montrer que la série converge normalement, c’est-a-dire que Y |ry| [|[Veg| ;2 < 4+o00. Ce

sera une conséquence de l'inégalité suivante

1
(1 5e2)

ce qui impliquera [|Vr||,» < 4| F|,.. Pour obtenir cette inégalité on considére deux cas :

si |k + 3ea| < 4s alors
1
k4 =
(o1

<4|F|, kezm

4s
< ?|Fk| < 4|Fy,
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et si |k + %€2| > 4s, alors

2 2 2

1 1 1 1
Repr| = ||k + zea| +2ski| > |k+ zea| —2s|ki| > |k + <ea| — 25|k + ze
2 2 2 2
> 2 k+1
s —e
= 2 20
ce qui implique
1 |k + Ley| |k + Ley| 1
A <R p o MR e e
‘( *’262>7% = TRepa| | k’_'Qﬂk—%%egﬁ b < g5 lE

Ceci implique que la série > rze, converge normalement dans H'(IT). Comme H*(II) est
un espace de Hilbert, ceci implique que la série converge dans H*(II) et donc que la somme
r appartient a H'(IT). Alors, par définition r est une solution faible dans H'(II). Ce qui
entraine directement que 7 est une solution faible dans H'(Q). En effet, si la formulation
faible est vraie pour toutes les fonctions tests a supports dans II, alors elle est vérifiée a

fortiori pour toute fonction test a support dans 2.

Ceci conclut la démonstration du lemme. OJ

Etape 3 : résolubilité de ’EDP conjugué dans le cas V # 0.

On considére maintenant 1’équation
(—A—=2ip-V+V)r=F,

dans le cas général V € L>(Q). On cherche une solution faible r € H'(Q, C) vérifiant les
estimations (13.3.2).

Pour V' = 0 la solution est donnée par r = @), F". Pour V' # 0, en s’inspirant de la méthode
de variation de la constante, on cherche r sous la forme QPPN’ ou I € L*(,C) est une

fonction a déterminer. Notons que
(=A = 2ip-V+V)Q,F =F+VQ,F,
et on s’est donc ramené a résoudre I'équation
F+VQ,F=F

Rappelons que [|Q,F ;. < %f | F'|| ;2. Notons T, 'opérateur défini par 7,f = =V Q,f. On
en déduit que, si [p| > max(2C ||V , 1),

~ 1, ~
IToF |l < 517 s
ce qui montre que I — T}, est un opérateur inversible sur L?(f2) grace au lemme suivant.
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Lemme 13.6 (Séries de Neumann). Soit B un espace de Banach et T € L(B) vérifiant

|T|| < 1. Alors I — T est inversible et son inverse est donnée par
(I-17)t=>"1"
n=0

Démonstration. La démonstration repose d’'une part sur le fait que £(B) est un espace
de Banach (car B en est un) et d’autre part sur le fait que la norme d’opérateur sur £(B)
vérifie I'inégalité suivante : 1113 o5y < 111l 2oy 1121l 2 ()

Considérons la somme partielle S, = T° +T + --- +T". Alors (I — T)S, = I — T
converge vers I car [|[T"*| ;) < HTHZE) et |7l ;) < 1 par hypothése. De plus la série
Sy, converge normalement donc converge car £(B) est un espace de Banach. Ce résultat,

classique, se démontre directement de la facon suivante : puisque

n+m ‘ oo .
1S n4m — Sull gy < Z 1Tl 25y < Z 1Tz ) »
j=n-+1 j=n+1

et puisque le membre de droite de I'inégalité précédente converge vers 0, la suite (S,,) est

de Cauchy et par conséquente c’est une suite convergente de l’espace de Banach £(B). O

Alors
r=Q,I—-T,) 'F

vérifie ’équation ; on déduit les estimations sur r de celles démontrées précédemment.

Ceci termine la démonstration de la proposition 13.2. O

Nous aurons également besoin d’une variante de la proposition 13.2 qui donne des solutions
de la forme u(x) = e”*(a(x) + r(x)) (nous n’avons pour l'instant considérer que le cas
a = 1). Nous allons voir que si a est assez réguliére, alors on peut obtenir directement de
telles solutions a partir de la proposition 13.2. La notion de régularité qui nous convient

est celle d’appartenir a l'espace H?((2).

Corollaire 13.7. Soit V € L>(Q). Il existe une constante Cy qui ne dépend que de ) et
de n telle que, pour tout p € A={( € C" : (- (=0} vérifiant |p| > max(Co ||V||; , 1),
et pour toute fonction a € H*(Q,C) vérifiant p - Va = 0, I’équation

(—A+V)u=0
a une solution u de la forme u = e?*(a+7r) our € HY(Q,C) vérifie
17l < 1A+ V)al| 2
IVl < Coll(=A+V)all 2 g -
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Démonstration. La fonction u = €“(a + r) est une solution faible de (—A + V)u = 0 si

et seulement si

(=A=2ip-V+V)(a+r)=0.

Comme p - Va = 0, on en déduit ’équation suivante sur r :
(A =2ip-V+V)r=—(-A+V)a.

L’existence d’une solution a ce probléme est obtenue en appliquant la proposition précé-
dente. O]

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer un résultat qui, en dimension plus

grande que 3, généralise le théoréme de Calderén vu au §13.2.

Théoréme 13.8. Soit ) un ouvert borné de R™. Supposons que la dimension d’espace
est n > 3. Considérons deuz fonctions Vi et Vy appartenant a L*(2,R) et introduisons

les ensembles

A= {ue H(QR) : —Au;+ Vyu; =0 }.
L’espace vectoriel engendré par les produits ujus avec u; € A; est dense dans L*(Q, R).

Remarque 13.9. La démonstration montre que 1'on a un résultat analogue pour des

fonctions a valeurs complexes.

Démonstration. Soit ¢ € L*(€, R) telle que [, uyuspde = 0 pour tout u; dans A; (j =
1,2). Nous cherchons & montrer que ¢ = 0. Pour cela nous allons utiliser un théoréme
d’unicité. Comme dans la démonstration du théoréeme de Calderén nous utiliserons le
théoréme d’unicité pour la transformée de Fourier (qui énonce que si la transformée de
Fourier s’annule, alors la fonction est nulle). L’idée de la démonstration est alors de
chercher & approximer ¢ (£ quelconque dans R™) par des produits ujus avec u; € A;.

Ceci sera possible, grace a ’hypothése n > 3 et un raisonnement assez astucieux.

Fixons ¢ € R”. En utilisant ’hypothése n > 3, on introduit deux vecteurs (1, (> de R”

tels que

ELG, E€LG, GLlé, |Gl=kl =1L

Etant donné s > 0, posons

Ps = S(Cl + ZCQ)?

de sorte que p; - ps = 0. Notons que p; - & = 0 et donc p, - Ve = (. De plus, comme )
est borné, les fonctions ¢ et la fonction constante 1 appartiennent a H?(Q2). On peut

donc appliquer le résultat précédent avec a = € ou a = 1. On en déduit que si s est
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assez grand, il existe deux fonctions u; s et ug, dans H'(£2,C) qui sont solutions faibles
de (A + V;)u;s = 0 et qui sont de la forme
Ups = €ipslz(€m£ + 1),

U278 = 6—ip5-1’(1 + 7’275),

oll |||/ ;2 < C/s pour j = 1,2. Alors les parties réelles et imaginaires de u; ¢ (resp. ug,s)

appartiennent a A; (resp. As). Par hypothése sur ¢, l'intégrale / ¢ f dz s’annule lorsque
Q
f est le produit de fonctions de A; et Ay et donc

\/\SOR,QULSR,eU,Q,de:"':/@ImULSImUZSdZL‘:O.
Q Q

On en déduit que [, pus sus,s dz = 0, d’ou

/ gp(em'§ +715) (14 1rgs)de = 0.
Q

En passant a la limite quand s — 400, il suit que

/ o(x)e™dr = 0.
Q

Comme cela est vrai pour tout £ € R", on a montré que xyop = 0. Ceci implique que

w = 0, ce qui conclut la démonstration. ]

13.4 Théoréme de Sylvester-Uhlmann

Nous voulons dans cette partie expliquer comment utiliser le résultat précédent pour
résoudre le probléme qui avait motivé le travail de Calderén. Nous nous bornerons a faire
des calculs formels, mais il serait facile de les justifier rigoureusement si 'on disposait du

cadre fonctionnel adéquat.

Rappelons le contexte. On considére un ouvert € qui est C™ et borné. Etant donné une
fonction V' € L>(Q) telle que V' > 0 et une fonction f: Q — R, on s’intéresse au probléme

de Dirichlet d’inconnue la fonction u: Q — R,

— Au+Vu=0 dans (),
u=f sur 0f2.

Ce probléme est bien posé (il existe une unique solution u appartenant a H*(2). On peut
alors définir 'opérateur de Dirichlet-Neumann par

Av(f) = Onuloq.
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Si 'on dispose du bon cadre fonctionnel, on peut montrer que c¢’est un opérateur linéaire
continu auto-adjoint (de H/2(9Q) dans son dual). Un théoréme important, di & Sylvester
et Uhlmann énonce que, en dimension n > 3, 'opérateur Ay détermine le potentiel V.

Précisément, leur résultat énonce que 'application V' — Ay est injective.

Nous allons expliquer, par des calculs formels, comment ce résultat est relié a ce que nous
avons fait précédemment. Pour cela, considérons deux fonctions wy, uy vérifiant (au sens
faible)

—Au1 + V1u1 = O, _AU/Q + VQUQ =0.

Introduisons les traces de u; et us sur le bord, notées fi, fo, définies par

fi =wlan, fo = uslon.

Alors Ay, fi = Onu1lsq et donc, en notant (-, -) le produit scalaire sur L?(992) (il faudrait

pour étre rigoureux comprendre le calcul suivant au sens de la dualité),

8u1

(Av1f1>f2> = 0 WW ds.

Si uy et uy sont des fonctions réguliéres, alors on peut écrire

%uz ds = X -ndS avec X =uyVuy
an OV o9

= / div X dzx = / div (uaVuy ) doe = / us Ay + Vug - Vuy du,
Q Q Q
et comme Au; = Viuq, on en déduit que

<AV1f1, f2> = / Vuy - Vug + Viugus deo.
Q

De méme

<AV2f27 f1> = / Vuy - Vug + Vougug de.
Q

Comme Ay, est auto-adjoint, on en déduit

(Av; = Aw) f1, fa) = /Q(V1 — Vo)uyug du.

Si Ay, = Ay, alors il suit que
0= /(‘/1 - V2)Ulu2 dz,
Q

pour toute fonctions uy,us dans H(Q) vérifiants —Au; + Vju; = 0. Le théoréme 13.8

entraine alors le résultat voulu : V; = V5.
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Chapitre 14

Théoréme de De Giorgi

14.1 Introduction

Fixons n > 2 et €2 un ouvert borné quelconque de R™. Considérons un opérateur L d’ordre
deux, de la forme suivante
Lu = E 8]‘ (aijﬁiu),
1<i,j<n
ou les coefficients a;;: 2 — R sont des fonctions mesurables (et pas nécessairement des

constantes).

Définition 14.1. On dit que L est un opérateur elliptique s’il existe deux constantes

strictement positives A\, A telles que

(14.1.1) V(@ eQxR, ML < D )&,
1<4,5<n

et

(14.1.2) sup il ooy < A

Nous allons nous intéresser a la régularité des solutions de I’équation Lu = 0. Puisque
'on suppose seulement que les coefficients appartiennent a L>°(£2), 'équation Lu = 0 est

a comprendre au sens faible.

Définition 14.2. Une solution faible de I’équation Lu = 0 est une fonction uw € H*(2)

vérifiant

1<i,j<n
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Remarque 14.3. Nous allons étudier la régularité des solutions faibles sans se préoccuper
de la question de l'existence de telles solutions. Concernant la question de I'existence,
bornons nous a rappeler briévement comment résoudre le probléme Lu = 0 avec une
condition sur la trace de u au bord, de la forme u|spq = f. Pour cela il est commode de
commencer par se ramener a résoudre un probléme de la forme Lv = F dans €2, avec
condition de trace nulle v|sg = 0 (pour cela on peut utiliser un théoréme de relévement).
On est ensuite conduit & travailler dans 'espace des fonctions de trace nulle sur le bord,
noté Hj (). Par définition, c’est 'adhérence de C}(Q) (ou de C§°(2)) pour la norme
de H'(Q). La propriété fondamentale est que cet espace est un espace de Hilbert pour
le produit scalaire associé & la norme |[Vul[;2q, (on utilise I'inégalité de Poincaré pour
le démontrer). L’existence d’une solution faible est alors obtenue grace au théoréme de
Lax-Milgram (ou simplement le théoréme de représentation de Riesz si on suppose que la
matrice (a;;) est symétrique). Il s’agit concrétement de démontrer que la forme bilinéaire
B, définie par
Buo)= Y [ a@w)00)d
1<i,j<n

est une forme bilinéaire coercive sur H} (). On constate alors que la définition 14.1 est
trés générale au sens ot les hypothéses sur les coefficients sont nécessaires pour garantir

que B est une forme bilinéaire continue et coercive sur Hg(€2).

Nous allons étudier la théorie de De Giorgi-Nash-Moser. Le résultat principal, spectacu-

laire, énonce que les solutions faibles appartiennent & un espace de Holder.

Définition (Espaces de Holder). Soit O un ouvert de R, u: O — R et a €]0,1]. On
définit
|u(z) — u(y)
[ullo0 = sup o
a#yeo [T —y|
Par définition, Uespace de Hélder C%*(O) est 'ensemble des fonctions u continues et

bornées sur O telles que |ju|,, < oo. C’est un espace de Banach (exercice) pour la

u(x) —u(y
lulleoe o) = sup fu(@)] + sup 42 =)
€0 T#yeO \x—y\

norme

Théoréme 14.4 (De Giorgi). Pour toute boule B C 2, il existe o €]0,1] et C > 0 tels
que,
ullco.amy < Cllull g2 -

pour toute solution faible v € H*(Q)) de Lu = 0.

Le lien entre ce théoréme et les résultats démontrés dans les chapitres précédents est qu’il

concerne la régularité des solutions d’un probléme elliptique linéaire. Il y a cependant
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plusieurs différences fondamentales entre ce que nous avons vu en analyse microlocale et

le théoréme de De Giorgi.

i) Différence de contexte. Le théoréme de De Giorgi s’applique sous des hypothéses

trés générales sur les coefficients. On ne fait aucune hypothése de régularité sur les
coefficients a;;, alors que dans les chapitres précédents sur I’analyse microlocale on

considérait des équations a coefficients réguliers.

ii) Différence dans la méthode de démonstration. Le fait que 1'on ne fasse aucune hypo-

theése de régularité sur les coefficients entraine que I’on ne pourra pas utiliser, comme
on le faisait, une approche qui consiste a modifier I’équation (par conjugaison ou par
calcul symbolique). Au lieu de modifier I’équation, nous verrons que la démonstra-
tion du théoréme de De Giorgi consiste a transformer l'inconnue. L’élément clé a
retenir est que ce résultat, qui est un résultat linéaire, repose sur des changements

d’inconnues non linéaires.

14.2 Sous-solutions et transformations non linéaires

La démonstration du théoréme de De Giorgi consiste a introduire des changements d’in-
connues non linéaires, de la forme v = ®(u). Cela va nécessiter plusieurs idées. Il faudra
bien stir choisir ces fonctions ®. Pour ce faire, 'obstacle principal se comprend bien : en
général, v = ®(u) n’est pas une solution faible de Lv = 0. L’idée pour pouvoir travailler
avec des expressions non linéaires va reposer sur deux principes : 7) il est utile d’élargir la
notion de solution (on considérera des sous-solutions, ce qui revient & dire que Lu > 0)
et i) on considérera des changements d’inconnues non linéaires particuliers, qui sont tels
que la notion élargie de sous-solution est préservée (ce sera le cas si ® est une fonction
conveze croissante). En guise d’introduction a cette approche, commengons par considérer

des solutions réguliéres.

Définition. Soit u € C%(Q) et supposons que les coefficients a;; sont suffisamment régu-
liers pour que Lu soit une fonction définie ponctuellement (par exemple a;; € C'(Q)). On

dit que u est une sous-solution si Lu > 0.

Proposition 14.5. Soit ® € C%*(R) une fonction convere croissante. Si u € C*(Q) est

une sous-solution alors ®(u) est une sous-solution.

Démonstration. On a L(®(u)) = ®"(u) > a;;(0iu)(0ju) + ¢’ (u)Lu. Or par hypothése on
a > a;;(0u)(0;u) > N|Vul®. Par ailleurs ®”(u) > 0 et ®(u) > 0 par hypothése sur ®.
On vérifie donc que L(®(u)) > 0, ce qui est le résultat désiré. ]
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La proposition précédente concerne les solutions régulieres de Lu = 0 alors qu’'un aspect
crucial du théoréme de De Giorgi est qu’il concerne les solutions faibles. Nous allons donc
donner une définition de sous-solution au sens faible, puis montrer que ’on peut étendre

la proposition précédente a ce contexte.

Définition. Une sous-solution faible est une fonction v € HY(Q) telle que, pour tout
¢ € C§H(Q) avec ¢ >0,

> / ai;(05u) (9;¢) dz < 0.

1<ij<n

Une sous-solution faible positive est une sous-solution faible u qui vérifie u > 0.

Remarque 14.6. Comme Cj(f2) est dense, par définition, dans 'espace Hj (L), on a

aussi

> [w@u@e <o

1<i,j<n

pour toute fonction positive ¢ appartenant a H}(€2).

Proposition 14.7. Soit ®: R — [0, +o00[ une fonction convexe C?, croissante, avec @'
bornée et telle que ®”"(y) = 0 si ly| > R pour un certain R > 0. Supposons que u € H'(Q)

est une sous-solution faible. Alors ®(u) € H'(Q) est aussi une sous-solution.

Démonstration. Nous commencons par deux lemmes qui permettent de calculer des déri-
vées au sens faible d’expressions non linéaires. Rappelons le résultat suivant déja vu dans

le chapitre sur les espaces de Sobolev.

Lemme 14.8. Soit u € H'(Q) et v € CL(Q) (I'indice b signifie que v et ses dérivées sont
des fonctions bornées sur Q). Alors le produit uv appartient o H'(Q), les dérivées au sens
faible vérifient

Oi(uv) = udiv + (Qu)v, i=1,...,n,
et on a

lwoll 10y < 2 [[ull i) V]l -
Rappelons que €2 est un ouvert borné par hypothése.

Lemme 14.9. Soit G € C'(R) une fonction telle que G' est une fonction bornée sur R.
Siu e HY(Q) alors la fonction composée G(u) appartient a H'(Q) et de plus les dérivées
au sens faible de G(u) vérifient

0;,G(u) = G'(u)du, i=1,...,n.
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Le lemme précédent et les hypothéses sur @ garantissent que ®(u) € H'(€2). Considérons

¢ € CL(Q) a valeurs positives. On veut montrer que
(14.2.1) / D ai(0:%(u)(0:¢) da < 0.
Q>

Le lemme 14.9 implique que, pour tout 1 <17 < n,
0;®(u) = @' (u)ou, ;P (u) = " (u)d;u.

En utilisant le Lemme 6.26, on peut alors écrire que

/QZ a;;(0;®(u))(0i¢) dr = /QZ a;; P (u)(Ou)(0ip) dz = (I) + (I1) avec
(1) = | 3 as(0mdy(® (w)o) .
(IT) = — /Q @”(u)¢z ai; (9u)(05u) dz.

Comme ®'(u) appartient & H'(Q) (d’aprés le lemme 14.9) et comme ¢ € C3(9), on a
' (u)p € H'(Q) d’apres le lemme 14.8. De plus, en utilisant que ¢ est une fonction a
support compact, on montre (exercice) que ®'(u)¢ appartient a 'espace H}(Q) (car cette
fonction est la limite pour la norme ||| 1 ) d’une suite de fonction appartenant & C()).
De plus ®'(u)¢p > 0 car ¢ > 0 et car ® est croissante. Alors, comme cela a été mentionnée
a la remarque 14.6, on a (I) < 0. Il nous reste & montrer que, de méme, (I7) < 0. Pour cela
on utilise I'hypothése de convexité pour obtenir que ®”(u) > 0. Par ailleurs, ’hypothése
d’ellipticité (14.1.1) implique que ), ; a;;(0;u)(9;u) > 0. On obtient donc (11) < 0, ce qui

compléte la démonstration du résultat voulu (14.2.1). La proposition est démontrée. [

L’argument essentiel pour étudier la régularité elliptique est l'inégalité de Caccioppoli.
Nous avons déja vu cette inégalité dans le chapitre consacré aux fonctions harmoniques.
Nous allons maintenant voir que cette inégalité reste vraie pour des sous-solutions d’un
probléme général a coefficients variables. Considérons deux ouverts w, €2 avec w C {2 et une
fonction u € H'(§) sous-solution faible de 1’équation Lu = 0. L’inégalité de Caccioppoli

permet d’estimer [|Vu/[;2(,, en fonction de [[ul| 2 (q)-

Lemme 14.10 (Lemme de Caccioppoli pour les sous-solutions). Considérons une sous-
solution faible positive v € HY(Q) et un ouvert w CC Q. Il existe une constante C, ne

dépendant que de Q,w,n, \, A\, telle que

(14.2.2) /|Vv]2dx < C’/v2 dz.
w Q
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Dans le cas ot Q2 = B(x, p) et w = B(xo,7) avec r < p, alors

K

ou K est une constante qui ne dépend que de n, A\, A.

Démonstration. Comme nous I’avons mentionné a la remarque 14.6, on a

(14.2.4) > /au (0i)(9;¢) da < 0,

1<7,5<n

pour toute fonction positive ¢ appartenant a H} ().

Considérons maintenant une fonction v € C}(€2), a valeurs dans [0, +oc[, et qui vaut 1
sur w. Comme nous ’avons rappelé dans la démonstration de la proposition précédente,
la fonction ¢ = 1?v appartient a H} (). De plus cette fonction est positive car v est
positive par hypothése. On peut utiliser le lemme 6.26 et la relation (14.2.4) pour écrire

que

/¢ o (00) (9;0) dr < 2/% i3 (D) (9;0)

Introduisons la matrice A = (a;i)1<i,j<n. D’aprés le lemme de Cauchy-Schwarz on a

< (/Q P2 AVv|? dx)2 (/{2212 |V@Z)|2dx>2

Par ailleurs, les hypotheses (14.1.1) et (14.1.2) sur les coefficients a;; entrainent que
|AVo| < nA |Vl et

D gy (9) (9y) da

)\/91/12 \Vol” dz < /Qw2 Zz]: a;;(0;v)(0kv) du.

En combinant les inégalités précédentes on vérifie que

/2/)2 |Vo? dz < C/ 0] |[Vep|* da.
0 Q

On en déduit le résultat voulu (14.2.2). Pour obtenir le contrdle (14.2.3) de la constante,
il suffit de considérer une fonction ¢ € C}(B(xo, p)) qui vaut 1 sur B(xg,7) et qui tend

vers 0 linéairement entre 0B(xg,7) et dB(xg, p). O

Nous allons maintenant combiner le lemme de Caccioppoli et la proposition 14.7. Le
but est de pouvoir considérer des changements d’inconnues plus généraux, de la forme

v = ®(u) ou P est n’'importe quelle fonction convexe croissante telle que ®(u) appartient

a L2(Q).
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Proposition 14.11. Soit ®: R — [0, +o0[ une fonction convexe et croissante. Considé-
rons une sous-solution faible u € H*() et considérons un ouvert w CC . Si v = ®(u)
appartient a L*(Q), alors v € HY(w) et v est une sous-solution positive dans w, ce qui

signifie que, pour tout ¢ € Ci(w) avec ¢ >0,

1<ij<n V¥

Démonstration. Introduisons une suite de fonctions ®,,: R — [0, 400[ convexes crois-

santes, C?, qui vérifient @/ (y) = 0 si |y| > R, et telle que
0<P, <P et P,(y) converge vers ®(y) pour tout y € R.

Comme ®(u) € L*(Q) par hypothese et que 0 < ®,,(u) < ®(u), le théoréme de convergence
dominée implique que ®,(u) converge vers ®(u) dans L?*(f2). Par ailleurs le lemme de
Caccioppoli et la proposition 14.7 impliquent que ®,,(u) est bornée dans H'(w) pour tout
w CC Q. Comme H'(w) est un espace de Hilbert, on peut extraire une sous-suite (@, (u))
qui converge faiblement dans H'(w). Par unicité de la limite, on en déduit que v = ®(u)
appartient & H'(w). De plus, v est une sous-solution car la notion de sous-solution est

clairement stable par passage a la limite faible. O

Lorsque ® est une fonction convexe, qui n’est pas nécessairement croissante, on dispose
d’un résultat analogue mais qui ne s’applique qu’aux solutions faibles (il est faux en

général pour les sous-solutions faibles).

Proposition 14.12. Soit : R — [0, +00] une fonction convexe monotone. Considérons
une solution faible u € H'(Q) et considérons un ouvert w CC Q. Si v = ®(u) appartient

a L*(Q), alors v € H'(w) et v est une sous-solution positive dans w.

Démonstration. Si @ est croissante alors le résultat est un corollaire direct de la propo-
sition précédente. Considérons alors le cas ot ® est décroissante. Dans ce cas la fonction
®: R — [0, +00[ définie par ®(t) = ®(—t) est une fonction convexe croissante et on a
v = 5(—1&) Comme u est solution faible, —u est aussi solution faible, donc a fortior:
une sous-solution faible. Le résultat voulu est un donc une conséquence de la proposition

précédente. O

14.3 Itérations de Moser

On note B(x, p) la boule ouverte de centre zy et de rayon p > 0.
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Théoréme 14.13. Fizons xq € Q et considérons 0 < r < p tels que B(xg,p) C Q. 1l
existe une constante ¢ > 0 telle que pour tout v € H* () sous-solution positive de L, on
ait

”v”LOO(B(xO,r)) <c ||/U||L2(B(m07p)) :
Démonstration. La preuve que nous suivons est due & Moser. Fixons zy € €2 et considérons

0 <r < ptels que B(xg, p) C Q. On autorisera toutes les constantes a dépendre de xg, , p.

Considérons une suite de boules B; = B(xo, R;) avec R; =1+ (p — r)277 de sorte que

Bj+1CBjC"'CB(fL’O,p) et By I:ﬂBj:B(ZE(),T).

jeN

Le principe de la démonstration est qu'’il existe £ > 1 tel que I'on peut estimer ||[v||; 2.+ (Bye1)

en fonction de ||v|| 1269 (B;)" L’existence de la constante s provient du corollaire suivant de

I'injection de Sobolev.
Lemme 14.14. Soit k € [1,n/(n — 2)]. Il existe une constante v telle que, pour tout
j €N, tout v € H(Bj;1) on ait
K2 2k
(14.3.1) 1ol zes,0) < VIVOIZE 5,0 + 7 1018,

Démonstration. L’inégalité de Sobolev (cf le polycopié d’Analyse Fonctionnelle) implique

que
2 2
10" 22(5,,,) < Cllvll = C |:HVU||L2(B]~+1) + vl (s,
On utilise alors que la fonction ¢ +— t?* est croissante pour obtenir que
(s +1)* < (2max{s,t})? < 2% (s + 12%),
et on en déduit I'inégalité recherchée. O]

Lemme 14.15. Fizons k €]1,n/(n — 2)] pour n > 3 et k €1, +00[ si n = 2. Supposons
que v € H*(B;) est une sous-solution faible positive. Alors v* appartient o H*(Bjy1) et

est une sous-solution faible positive dans Bj1. De plus
0% ay 0y < O+ 1) ol 25,
ot C' > 0 est une constante qui ne dépend que de n, A\, A, r, p.
Démonstration. Considérons la fonction convexe ®: R — [0, +oo[ définie par
Ot)=0 sit<0, D)=t sit>0.

Si v € H'(B;), alors l'injection de Sobolev implique que ®(v) appartient a L?(B;). On
peut alors appliquer la proposition 14.11. On en déduit que v* = ®(v) appartient a

H'(Bj41) et que v" est une sous-solution faible positive dans B;,.
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Pour démontrer ’estimation recherchée, on utilise I'injection de Sobolev

K2 2K
(14.3.2) 122,y < VIVOITE B, + 7 10138, -
De plus on a I'inégalité de Caccioppoli
HVU”L?(BJ-H) < (j ||U||L2(B

Pour controler la constante C; nous allons utiliser la propriété (14.2.3) (en faisant attention
au fait que dans (14.2.3) on a une inégalité pour le carré des normes). Comme la différence
entre le rayon de B; et celui de Bjy; est proportionnel & 277, on obtient que 'on peut
choisir C; de sorte que

C; < K2

ou K > 0 est une constante qui ne dépend que de n, A\, A, r, p.

En combinant les inégalités précédentes, il vient

K12 K 2K K 2K
101725,y < 7| CF vl 7am,) + V1172 <P+ 1) vl

Bj+1)
qui est le résultat recherché. O
On introduit alors une suite de fonctions définies par

v =v

Alors si v € H'(By) est une sous-solution faible positive, on obtient & partir du lemme
précédent, par récurrence, que v; appartient a H'(B;) et est aussi une sous-solution faible

dans B;. Notons que vj41 = (v;)" et posons

1 KJ
Nj = 1[0l s 5, = sl 5
de sorte que
||U||L°°(B(r0 r) llmSupN
Jj—+oo
On a
KIT1 2 K K KIT1
NI = lopallias,,,) < O + 1) |lvlls g, = C@* + )N
Donc
] 1/kit1
N2, < (0(22“3 n 1)) NZ.
On trouve
o 1/k7+1
hmsupN2 H [ C(2%9 + 1) ] Ng < N2
Jj—+oo j=0
Ce qui donne 'estimation désirée. O
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14.4 Inégalité d’Harnack

Nous avons déja vu l'inégalité d’Harnack pour les fonctions harmoniques, c¢’est-a-dire les
fonctions u telles que Au = 0 (voir le théoréme 7.5). Cette inégalité énonce que si € est
connexe et borné, et que u est une fonction harmonique positive sur 2, alors sup,cq u(z)
est majorée par C'inf,cq u(x) ou C est une constante universelle. La démonstration repo-
sait sur la formule de la moyenne. Nous allons ici considérer le cas beaucoup plus difficile
d’une équation & coefficients variables. Dans ce cas on ne dispose plus de la formule de la
moyenne, ni d’aucune autre formule de représentation. Cependant nous allons voir que ’'on
peut démontrer, pour une équation a coefficients L*>°, une version affaiblie de 'inégalité
d’Harnack.

Théoréme 14.16. Supposons que u € H'(B(xg,4R)) est une solution faible positive
vérifiant
{z € B(x0,2R); u(z) > 1}| > ¢|B(zo, 2R)|,

avec € > 0. Alors il existe une constante ¢ qui ne dépend que de €,n, A\, \, R telle que

inf u>ec
B(zo,R)

Pour démontrer ce théoréme nous utilisons la version suivante de l'inégalité de Poincaré.

Lemme 14.17. Considérons une boule B C R"™. Pour tout € > 0, il existe une constante
C = C(g,n) telle que pour tout u € H*(B) vérifiant

{z € B;u=0}>¢|B|

/u2dx§0/ Vul® de.
B B

Démonstration. Par absurde, si cela est faux on peut construire une suite (u,,) d’éléments
de HY(B) telle que

on ait

{x € B; u, =0} >¢|B|, /uidle, /|Vum\2dx—>0.
B B

Alors on peut supposer que (u,,) converge vers uyg € H'(B), fortement dans L?*(B) et

faiblement dans H'(B). Alors g est une constante non nulle. De plus

0= lim / [ty — ug)* dz > lim [t — uo|* dz > |ug|” inf [{u,, = 0} > 0,
m——+00 B m——+00 {um:O} m
d’ou la contradiction. O
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Démonstration du théoréme 1/.16. On peut supposer que u > § > 0 (quitte a appliquer
le résultat & u + 4, puis a faire tendre 0 vers 0). Le résultat va étre obtenu en examinant

v = max(— logu,0).

Introduisons ®: R — [0, +o0], de la forme
O(t)=at+p sit <4,
O(t) = —log(t) sid <t<1,
t)=0 sil<t,

ol « et 3 sont choisis de fagon & obtenir une fonction convexe. Comme u > j onav = ®(u).
Nous voulons montrer que v est une sous-solution. Notons que ® est décroissante. Comme
u est une solution faible, et pas uniquement une sous-solution faible, on peut utiliser la
proposition 14.12. Ainsi, pour montrer que v appartient a H'(B(zo,2R)) et que v est
une sous-solution sur B(xg, 2R), il suffit de savoir que v € L?(B(zg,3R)). Or cela est un
corollaire immeédiat du fait que u appartient & L>°(B(zo,3R)) d’aprés le théoréme 14.13.
On peut également appliquer 'estimation L>° donnée par le théoréme 14.13 a v, ce qui

implique
(14.4.1) 101l Lo (B0, ) < €NVl L2(Bo2R)) -
Notons que
{z € B(x¢,2R); v =0} = |{z € B(x,2R); u > 1}| > €| B(x¢, 2R)].
L’inégalité de Poincaré précédente entraine que
(14.4.2) [0l L2 (B@o2ry < C IVl L2(Bwo2R)) -

Nous voulons montrer que le membre de droite est borné. Pour cela nous allons utiliser
une variante de I'inégalité de Caccioppoli obtenue en considérons la fonction test ¢ = (2 /u
ou ¢ € C}(B(zo,4R)). Comme u > §, la fonction ¢ est bien définie et appartient a H;.

Comme u est une solution faible, on obtient que

/ Za,] (Oyu)(0;0)d

B(z0,4R)

:_/ Za” 8u(8u)daz—{—2/ <Zamau )(0;¢) dz
B(zo,4R) U

(m0,4R)

ce qui implique (en utilisant la condition d’éllipticité et l'inégalité d’Holder)

/ ¢?|Vlogul*dz < 0/ V¢ da
B(xg,4R) B(z0,4R)
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Donc en choisissant ¢ égal & 1 sur B(xg, 2R) puis allant linéairement vers 0 sur 0B(xq, 4R),

on trouve

/ IV logul?dz < C.
B(z0,2R)

En combinant cette inégalité avec (14.4.1) et (14.4.2) (et le fait que f — max{f,0} est
bornée de H' dans H') on en déduit

sup v < C
B(zo,R)

ce qui donne infpg, r)u > e~¢ > 0. Le théoréme est démontré. O

14.5 Reégularité Holderienne

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme de De Giorgi, dont on

commence par rappeler ’énoncé.

Théoréme 14.18 (De Giorgi). Considérons x; € Q et R > 0 tels que B(x1,5R) C S
Alors il existe a €]0,1] et C > 0 tels que,

HUHCO@(B(;U,R/Q)) <C Hu||L2(B(z1,5R)) )
pour toute solution faible uw € H'(B(zy,5R)) de Lu = 0.

Remarque 14.19. Le méme résultat est vrai si on remplace dans 1’énoncé ci-dessus 5R
(resp. R/2) par R (resp. R”) ou R’ (resp. R") est un nombre réel quelconque stricte-
ment plus grand (resp. plus petit) que R. Pour le voir il suffit d’utiliser un argument de

changement d’échelle, comme cela sera fait dans la démonstration du lemme 14.21.

Démonstration. Nous commencons par montrer que u appartient a L, quitte a travailler

sur une boule plus petite.

Lemme 14.20. On a u € L>(B(z1,2R)) et de plus

[l o (B 2y < C MUl L2801 am))

ot la constante C' ne dépend que de n, A\, \, R.

Démonstration. Considérons les fonctions convexes y — max{y,0} et y — max{—y,0}.
Comme u est une solution faible (et pas uniquement une sous-solution), on peut appliquer
la proposition 14.12 pour en déduire que max{u, 0} et max{—w, 0} sont des sous-solutions
faibles positives. On utilise alors ’estimation L*° pour les sous-solutions positives don-
née par le théoréme 14.13. On en déduit que max{w,0} et max{—u,0} appartiennent a

L>®(B(z1,2R)), ce qui implique le résultat voulu. H
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Maintenant que l'on sait que u appartient a L>(B(z1,2R)), il reste & montrer que

(14.5.1) sup Ju(z) = uly)|

< C'|ull ) )
etyeB@LR/2) T — Y L2(B(z1,5R))

Pour cela il sera commode de fixer g € B(x1, R/2) et de montrer qu’il existe une constante

C, indépendante de xg, telle que

|u(z) — u(zo)|
(14.5.2) !IIC——JJo|a < Cllull z2(pag ary) -

pour tout € B(xg, R)\{zo}. Nous expliquerons plus loin comment en déduire facilement
Iinégalité (14.5.1).
Pour démontrer (14.5.2), nous allons étudier l'oscillation de u sur les boules B(xg, ) avec

r < 2R. Par définition, 'oscillation de u sur la boule B(xg, ) est la quantité

w(r) = sup u(x)— inf wu(x).
B(CE(),T) B(mo 77')

Lemme 14.21. I] existe v € [0, 1] tel que, pour tout r €]0, R],
w(r) < yw(2r).

Démonstration. La démonstration est en deux étapes. On commence par démontrer le
résultat dans le cas particulier ot » = R. Ensuite on en déduira le résultat pour tout

r €]0, R] par un argument de changement d’échelle.

Cas r = R. Quitte a ajouter une constante a u on peut supposer que

1
sup u(z) =— inf wu(x)=-w(2R).
S @)= = ntu(e) = ()
Posons M = w(2R)/2 et
u u
=1+— _=1—-—.
Uy + M, u Vi
Alors u_ et u, sont solutions faibles de Lu, = Lu_ = 0 et de plus ces fonctions sont

positives sur B(xg,2R). Notons que

{z € B(x¢,2R) ; uy > 1} + |{z € B(xo,2R); u_ > 1}
= |{z € B(x¢,2R); u > 0} + [{x € B(xp,2R); u < 0} > |B(z0,2R)|.

Par conséquent, soit
1
[{z € B(zo,2R); u+ 2 1}| 2 5|B(w0, 2R)],

soit
1
{x € B(zo,2R); u_ > 1}| > §|B(:1:0,2R)|.
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Supposons pour fixer les idées que u vérifie cette condition (sinon on se rameéne a ce cas
en changeant u en —u). Alors I'inégalité d’Harnack donnée par le théoréme 14.16 implique
que

uy(z) >c¢ dans B(xg, R),

pour une certaine constante ¢ > 0. Par définition de u; = 1+ u/M on en déduit que
—M(1 —c¢) <wu(zr) dans B(xg, R).

Or par définition de M on a aussi u(z) < M dans B(xg,2R) et a fortiori cela reste vrai

dans B(xg, R). Par construction on a w(2R) = 2M et on conclut que
w(R)= sup u— inf wu
B(zo,R) B(zo,R)

gM—(—M(l—c)):2M—cZ\/[:2M(1—§)

<yw(2R) avec 7:= (1 — g) .

Notons que v dépend de n, A\, A et éventuellement de R. Nous allons voir dans ’étape

suivante que vy est en fait indépendante de R.
Cas r €]0, R[. Introduisons

w(x) =u (:Bo + %(z — xo)) ;o a(x) = ay <a:0 + %(m — ZU())> :

Comme u est une solution faible de > 0;(a;;0;u) = 0, on vérifie directement que @ est
une solution faible de 'équation ) 0;(a;;0;) = 0. De plus les coefficients a;; vérifient les
hypothéses (14.1.1) et (14.1.2) avec les mémes constantes positives A et A. On peut donc

appliquer le résultat de 1’étape précédente pour obtenir que

O(R) = sup wu(z)— nf alz) <~0(2R).
(B)= s ()~ infilr) < 15(2R)

Or @(R) = w(r) et @(2R) = w(2r). On en déduit donc le résultat voulu. O

Considérons xy dans la boule B(zy, R/2) et considérons maintenant = € B(xq, R) avec
x # x9. Posons r = |z — z¢|. Alors il existe n € N* tel que 27" R > r > 27"R. On peut

alors écrire que

lu(z) — u(zo)] < sup u— inf u=w(r) <~y w2 r).
B(zo,r) B(wzo,r)

De plus, comme 2" !'r < R on a w(2" !r) < 2 [wll oo (Bao gy (directement par définition

de w) et donc, d’aprés l'estimation L donnée par le lemme 14.20, nous avons
w2 r) <K HUHL2(B(10,4R)) :
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Comme 7 > 27"R on a r® > 27" R pour tout o €]0, 1[. Alors

|u(z) — ulzo)|

< n—12naR—cxK ]
|ZE — x0|a > ||uHL2(B(;B0,4R))

On choisit maintenant « tel que 2%y < 1 (alors a €]0,1/2[). Alors

|u(z) = u(zo)|

< RK ,
|x — xo‘a = HUHLQ(B(xQAR))

pour tout z € B(zg, R) \ {0}

On prend maintenant la borne supérieure lorsque zy parcourt B(xi, R/2), pour obtenir

que
sup lu(x) — U(fO)\ < s sup lu(z) — U(fO)’
vow€B(z1,R/2)  |T — To| 20€B(21,R/2) v€B(z0,R)  |T — To|
ZToF#T z#x0

< sup RK ”UHH(B(zoAR))
IoEB($17R/2)

< ROK [ull 2y 5y -

Comme le lemme 14.20 nous donnait déja une estimation L*°, ceci conclut la démonstra-

tion du théoréme. O
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Chapitre 15

Théoréme de Schauder

Nous allons dans ce chapitre développer I'étude de la régularité holderienne des solutions
d’équations elliptiques. Le résultat principal est un théoréme classique de Schauder. En
combinant ce résultat avec le théoréme de De Giorgi, nous en déduirons un résultat de

régularité C'*> pour les surfaces minimales.

15.1 Moyennes locales et équations elliptiques
Un des objectifs de ce chapitre est d’expliquer comment utiliser la notion de moyenne
locale pour étudier la régularité des solutions d’équations elliptiques.

Définition. Soit A un sous-ensemble mesurable borné de Q et u € Li,.(Q). Dans toute

la suite on utilisera les notations o, et ua définies par

1
Ug = udx:—/udx.
A ]{1 |Al 4

On dit que uy est la moyenne de u sur A.

Nous avons vu au chapitre 13 que les fonctions harmoniques, c’est-a-dire les fonctions

u € C%(Q) telle que Au = 0, vérifient la propriété de la moyenne :
u(z) = up(,y pour tout r tel que B(x,r) C Q.

Nous allons dans cette section commencer par voir deux inégalités qui traduisent cet effet

de moyennisation pour les solutions d’'un probléme elliptique & coefficients constants.

Proposition 15.1. Considérons une matrice A a coefficients constants vérifiant
IN>0/VECSCRY, NP < AL - €.
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Supposons que u € H*(B(xg, R)) est une solution faible de div(AVu) = 0. Alors pour
tout 0 < r < R,

(15.1.1) / uf? de < c(i>"/ uf? da,
B(zo,r) R/ JB(zo,R)

2 r n+2 2
(15.1.2) / }u — uB(mO,r)‘ dz <e¢ <—) / |u — UB(xo,R)| dT.
B(zo,r) R B(zo,R)

Démonstration. Démontrons (15.1.1). Par un argument de changement d’échelle élémen-
taire, il suffit de supposer que R = 1 et » < 1. Notons que le résultat est trivial si
1/2 < r <1 (en effet, I'inégalité est alors vraie trivialement avec ¢ = 2" pour toute

fonction u € L?). Considérons le cas 7 < 1/2. En écrivant

/ lul?dz < 2" sup |u]® < 2" sup  |ul,
B(zo,r) B(xzo,r) B(x0,1/2)

on voit qu’il suffit de montrer que

sup Juff <€ [ Jude,
B(zo,1)

B(x0,1/2)
ce qui a déja été vu dans le chapitre précédent (cf le théoréme 14.13).

Démontrons (15.1.2). Supposons d’abord que r < R/2. Comme A est une matrice constante,
on vérifie que du € H'(B(xg, R/2)) est une solution faible de div(AV;u) = 0. On peut

alors utiliser (15.1.1) avec u remplacée par Vu, ce qui donne

/ |Vu|2dx < <i> / ]Vu|2 dz.
B(zo,r) R/ JB(zo,R/2)

Par ailleurs nous avons l'inégalité de Poincaré (cf le Théoréme 6.41)

/ |u — UB(z0,r) ‘2 dx < 02r2/ |Vu|2 dux,
B(zo,r) B(zo,r)

et I'inégalité de Caccioppoli qui énonce que, pour! tout ¢ € R, on a

/ |Vu|* dz < 6—32 lu — ¢’ dz.
B(z0.R/2) R? JB(ao.R)

En utilisant cette inégalité avec ¢ = up(,, r) et en combinant le résultat avec I'inégalité

de Poincaré nous trouvons que

2 r\nt2 2
}u — uB(xw)‘ dz < c¢ieqes <—> |u — UB(zo,r)| dT.
R
B(zo,r) B(zo,R)

1. Le fait que l'inégalité soit vraie avec ¢ € R quelconque provient simplement du fait que si u est

solution de div(AVu) alors v = u — ¢ est solution de la méme équation. Par ailleurs on a Vv = Vu.
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Ce qui est le résultat désiré. Il reste a considérer le cas R/2 < r < R. Pour cela commen-

cons par vérifier que up(y, ) est un minimiseur de la fonction

m lu(z) —m|* dx.
B(zo,r)

Pour le voir, écrivons que

/ ]u—m|2dx_/ |u|2dx—2m/ wdx +m? |B(zg, 1),
B(zo,r) B(zo,r) B(zo,r)
donc

d
—/ lu—m|*dz =0 pourm:][ udx
dm B(zo,r) B(zo,r)

et on en déduit le résultat annoncé. Cela implique que (en rappelant que 1/2 <r/R < 1)

fo 0 ttmo < [ ) il
B(zo,r)

B(zo,r)

" r o\ nt+2 9
< Qnt2 <}_%> / ‘u — UB(go,R)| da.
B(zo,R)

Ce qui conclut la démonstration. O

15.2 Moyennes locales et espaces de Holder

Dans la suite on considére un ouvert €2 de R" et on notera dg = sup,, ,cq | — y| le diamétre

de €.

Rappelons I'inégalité de Jensen.

Lemme 15.2 (Jensen). Soit (X, <7, ) un espace mesuré avec u(X) =1, g une fonction

w-intégrable a valeurs dans un intervalle I et soit ¢ une fonction convexe de I dans R.

" cb( /X gdu) < /X o(g) dp.

En particulier, pour tout p € [1,400],
lug[” §][ |ul” dx.
Q

La définition des espaces de Campanato fait intervenir un analogue LP de la variance.

Pour motiver cette définition, commencons par étudier

Jp(u) = inf /Q|u —m|’dz (u € LP(Q)).

meR
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Dans la démonstration de la proposition 15.1, nous avons vu que pour p = 2 on a

Jg(u):/|u—uQ]2dx.
0

Nous allons voir un résultat analogue pour le cas général 1 < p < oc.

Lemme 15.3. Pour tout 1 < p < oo on a
Jp(u) < / lu — ug|” dz < 2PJ,(u).
0

Démonstration. L'inégalité J,(u) < [, |u — ugq|” dz est triviale.

Considérons v € LP(2). On utilise I'inégalité |a + b|P < 277! (|al? + [b]?) pour déduire

/ v — vg|" da < 2p_1/ lo]? da + 2”_1/ lvg|” dx
0 0 0
/|vg|pdx§ / lv|” dx

(d’aprés l'inégalité de Jensen) on en déduit que

/|v—vg|pdx<2p/|v|pdx

En appliquant cette inégalité avec v = u — m (alors v — vg = u — ugq) et en prenant

En notant que

I'infimum pour m € R on obtient le résultat désiré. O

Nous allons maintenant voir le lien entre régularité holderienne et variance. Pour cela
nous allons nous intéresser aux moyennes locales d’une fonction plutot qu’a ses valeurs

ponctuelles. On commence par introduire une notation.

Définition. Soit Q2 un ouvert de R™, xq € Q et r > 0. On note
Q(zg,r) = QN B(xg, 7).

Si f: Q= R, on pose
f:cof = fQ(:ro,r) = ][ fd.T
Q(l‘o, )

(Notons u la fonction obtenue en prolongeant f par 0 sur R™\ Q. Alors fu,» = Up(syr)-)

Lemme 15.4. Supposons que f € C%*(Q). Alors pour tout zy et tout r > 0,

[ @) = el e < 27 e,
Q(zo,r)

ol wy, est le volume de la boule unité (noter que l’intégrale du membre de gauche est une

intégrale usuelle et pas une valeur moyenne ng (zo.r) )
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Démonstration. Comme

1
(@) = faor = m /Q(xo’r) (f(x) - f(y)) dy

on a
1

f T _fxo,r S T~
| ( ) | |Q<JZ0,T>’ Q(zo,r)

1fllgo.e |z = 9™ dy < [[fll o (2r)°.

On conclut en élevant le membre de gauche a la puissance p et en intégrant sur Q(zo, 7). O

Définition (Espaces de Campanato). Soit Q un ouvert de R", A > 0, p € [1,00[. Une
fonction f € LP(Q) appartient & lespace de Campanato LP(Q) si

P
11l oo = st sup ( / ( )rf<x>—fxo,r\pdx) < oo,
Q(xg,r

0<r xgeN
Le lemme précédent implique que
Co(Q) C LPTeP(Q).

L’étude de 'inclusion réciproque est I’'objet du théoréme de Campanato qui sera démontré

a la section suivante.

15.3 Théoréme de Campanato

Définition (Domaine Lipschitz). Un ouvert borné ) de R™ est lipschitzien (au sens gé-
néralisé) s’il vérifie la propriété suivante : il existe c, > 0 telle que, pour tout xo € Q et
tout r €0, dq|,

(15.3.1) 12N B(xg,r)| > cur’.
Théoréme 15.5 (Campanato). Considérons un ouvert lipschitzien borné Q C R™, ¢’est-
a-dire vérifiant la condition (15.3.1). Soit p € [1,00[ et soit X €|n,n + p|. Alors

A—n

LPMNQ) € C™(Q)  avec a = p

Démonstration. On note par ¢ diverses constantes qui ne dépendent que de p, A\, n et c,.

Lemme 15.6. Considérons un ouvert lipschitzien ). Soit xg € Q et 0 < r < p < dg.
Alors

n

A
|fx077'_f7507,0 Ppp,

2
< 45 1l o
Cx

227



Démonstration. On a

C*Tn ‘f:toﬂ‘ - fxo,p’p S |Q<x07 r)’ ’fxo,r - fxo,p’p = / ’fxo,r - fxo,p’p dm

Q(z0,r)

En utilisant 'inégalité |a + b|P < 2P~ (]a|? + [b]P) on en déduit

C*’T’n |fmo7r — fx07p|p S 2p71 </( ) |fmo,r - f<x>|p dz +/
Q(xzo,r

Q(zo,7)

<2 ([ s@r s [ 1) - )
Q(z0,r) Q(zo,p)
<P (4 0Y) < 2N FIE0 07

d’ou le résultat. O

) - fm,p\pdx)

Soit R < dq/2. Posons R; = R/2' pour i € N et appliquons I'inégalité du lemme 15.6 avec

r = R;11 et p = R;. Nous trouvons que

|f$07Ri+1 - fﬂ?o,Ri

2 - % Joi=A o A-n
< 1_/p||f||cm R AR =c2 7 P ||f||[;m~
Cx

sn—A
Comme A > n la série > 2" » converge et on en déduit que, pour tout j > i > 0,

(15.3.2) | foo.r; = From:

Par conséquent (fy, r,)ien est une suite de Cauchy. Le théoréme de différentiation de

A=n
<cR;” ”fHLm .

Lebesgue (cf le corollaire 8.12) implique que cette suite de Cauchy converge vers f(xg)
pour presque tout xy dans €. Alors, on déduit de (16.1.2) (appliqué avec i = 0 et en
faisant tendre j vers +00) que
A—n

P

(15.3.3) [f(20) = fro.rl S cllfllon B avec o=

Fixons R > 0. Comme x — fy, r est bornée (car f appartient & L?(2)), on en déduit que
f est aussi bornée. Il reste & prouver que f est a-holderienne. Etant donnés x,y dans (2
et R := 2|z — y|, on chercher a estimer |f(xz) — f(y)| en fonction de R*. D’aprés (15.3.3)
On a

[f (@) = f(W)| < |f (@) = forl +for = forl + | for — F(¥)]
S 2c HfH[lp,A Ra + |fx,R - fy,R‘ )

et il reste seulement & estimer |f, g — fy,r|. Pour cela on écrit que

2R for— fonl? < / ok — fol” ds

Q(y,R/2)

vt — forl" d — fyrl" d
< (/W)ms) funl? ds + /Q(%R)ms) foal )

< 2|70 B,
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d’ou
A—n
|fo.r = furl S cllfllpn B7 =cl|[fllon RY,

En rappelant que R = 2|z — y| et en combinant les identités précédentes, on a montré

que
[f(@) = fW)l < cllfllgon |z —yl*,

ce qui conclut la démonstration. O

15.4 Théoréme de Schauder

Théoréme 15.7 (Schauder). Soit o €]0, 1] et u € H'(Q) une solution faible de I’équation
div(A(x)Vu) =0 ou A € C% est une matrice symétrique vérifiant

IN>0/VeeQ, VEeR",  Ax)E-€> e,

Alors u € Cl’o‘(Q) et pour tout compact F C ) il existe une constante C' > 0 telle que

loc
[ullcrary < Cllull g -

Démonstration. Fixons un ensemble borné K C Q tel que dist(K, 02) > 0. On fait cette
hypothése pour garantir qu'il existe 9 > 0 tel que B(z,19) C Q pour tout z € K.

Lemme 15.8. Soit A €]0,n][. Il existe Ry > 0 tel que, pour tout xo € K,

(15.4.1) sup 7‘_/\/ |Vu|* dz < +00.
B(zo,r)

0<r<Rop

Démonstration. Soit zo € K. Nous utilisons la méthode de Korn dont l'idée est de se

ramener a un probléme a coefficients constants au voisinage de zy. Pour cela on écrit
div(A(z)Vu) = div(A(zo)Vu) + div ((A(z) — A(zo)) V).

On en déduit que
div(A(zo)Vu) = div ((A(zo) — A(z))Vu).

On décompose alors u comme la solution de deux problémes distincts : u = v + w ou

i) v l'unique solution de
div(A(z)Vv) = 0 dans B(zo, R), v|oB(o,r) = U|oB(w0o,R)-

Le point clé est que I'on peut appliquer la proposition 15.1, car v est solution d’une

équation a coefficients constants. Alors

(15.4.2) / Vo> dz < C <£>”/ Vol? dz.
Bl(wo.r) R/ JB(zo,m)

La constante C' ne dépend que de la norme de A(zg), qui est bornée sur K.
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ii) Par ailleurs w = u — v est solution de
div(A(zo)Vw) = div ((A(zo) — A(z))Vu),  wl|oswo,r) = 0.

Le point clé est que le terme source est petit car |A(zo) — A(z)| = O(Jxo — z|*) par

hypothése sur A. On en déduira plus loin que
(15.4.3) IVl 12(B(ze.m)) < CRY IVUll 12020 ) -

Fixons 0 < R < min{1,dq}. On veut comparer Vu et Vv. La premiére observation est la
suivante : comme u—v appartient & Hj (B(xo, R)) la formulation faible de div(A(zy)Vv) =

0 donne

/ A(xg)Vv-V(v—u) =0,
B(zo,R)

donc

/ A(zo)Vv - Vodr = / A(zo)Vu - Vode.
B(zo,R)

B(zo,R)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et I’éllipticité de A(xg), on en déduit que

co/ Vo2 de < HA(:CO)H?/ Vul? dz.
B(zo,R) B(zo,R)

L’inégalité (15.4.2) implique alors que

/ Vol dz < C (1>"/ \Vul? dz.
B(zo,r) R/ JB(wo,R)

Nous utilisons maintenant I'inégalité |z + y|* < 2|z|* + 2|y|* pour z,y dans R™,

/ V| dz < 2/ ]Vv\zdx+2/ |Vu — Vo dz.
B(zo,r) B(zo,r) B(zo,r)

En combinant les deux inégalités précédentes on en déduit que, pour tout 0 < r < R,

(15.4.4) / Vu|*dz < O (1)”/ |Vu|* dz + 2/ |Vu — Vol dz.
B(zo,r) R/ JB(o,R) B(z0,R)

Nous allons maintenant estimer la contribution du terme | B(ro.R) |Vu — Vol* dz. Pour
cela rappelons que, par construction, u — v € HJ(B(xg, R)). La formulation faible des
équations div(A(zg)Vv) = 0 et div(AVu) = 0 entraine que

/ A(xg)Vv - (Vu — Vv)dzr =0,
B(;Uo,R)

/ A(x)Vu - (Vu— Vv)dz = 0.
B(zo,R)
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Ecrivons alors

co/ Vu — Vo dz

0,1?)

S/ V(u—v)-V(u—v)de
B(zo,R)

= / A(zo)Vv - (Vv — Vu)dx +/ A(zg)Vu - (Vu — Vo) de
B(zo,R)  /B(zo,R)

=0

= / u- (Vu—Vo)de —I—/ (A(zo) — A(z))Vu - (Vu — Vo) dz,

B(zo,R) B(zo,R)

donc

Co

) A = A(@o)[| oo (B (2o, R))
/( . Vu — Vol"dz < = HV HL2 B(zo,R)) ||VU_VU||L2(B(;L«O,R))
o

d’ou
VU =Vl 12(pae.r)) < CRYIVUll L2820 1)) -

ce qui implique, évidemment,
2 o 2
(15.4.5) Ve = V2 pag my < COR* VUl 12300, my)

Introduisons la fonction f: [0, R] — R, définie par

f(r)= 7’_)‘/ V| dz.
B(zo,r)

On déduit de (15.4.4) et (15.4.5) que

fe<o((B)7 (%) R fw)
r — — )
- R R
Comme a > 0 et A < n par hypotheéses, il existe deux nombres réels 0 < 0 et 0 < R; tels
que si /R <0 et R < Ry on ait

() () ) =
Alors f(r) < f(R) pour tout (r, R) € [0,0R;] x [0, R;] d’ou bien sir f(r) < f(R;) pour

tout r < Ry = R;. Comme f(R;) < 400, ceci conclut la démonstration. O

Lemme 15.9. Soit A €]0,n]. S’il existe Ry > 0 tel que

(15.4.6) sup sup 7”_’\/ IVu|? dz < +o0,
B(zo,r)

To€EK 0<r<Rg
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alors il existe Ry > 0 tel que

sup  sup T/\Za/ |V — (VU)T\2 dr < +oo0,
20€K 0<r<R; B(zo,r)

ou 'on a noté (Vu), la moyenne de Vu sur la boule de centre xq et de rayon r.

Démonstration. Soit oy € K. Quitte a diagonaliser A(z) et a faire un changement de va-
riables, on peut supposer que A(zg) est la matrice identité. Comme dans la démonstration

du lemme précédent, nous allons commencer par montrer que, pour tout 0 < r < R,

n+2
/ Vu— (Vu [P dz < 0 (%) / IV — (V)| da
(15 4 7) B(zo,r) R B(zo,R)

—I—C/ \Vu — Vol de,
B(zo,R)

ol v est comme précédemment. Pour cela on écrit (cf la proposition 15.1)

B(zo,R)

n+2
/ Vo~ (Vo) dr < 0 (%) / Vo — (Vo) al? de.
B(zo,r) R

En utilisant le résultat déja vu

[ de=int [ omfde
B(zo,r) meR B(zo,r)

on en déduit que

2 T\ "2 2
(15.4.8) / Vo (Vo) Pz < 0 (%) / Vo — (Va)sf? da.
B(zo,r) R

B(zo,R)

Nous allons maintenant comparer

/ Vo — (Vu)g|*dz et / IVu — (Vu)g|* dz
B(zo,R) B(zo,R)

en utilisant le fait que Av = 0 dans B(wg, R) et le fait que u — v € H{(B(zo, R)) peut

étre utilisée comme fonction test. Ecrivons

/ Vo — (Vu)gl? de / (Vo — (Vu)n) - (Vu — (Va)g) da
B(zo,R)

B(xo,R)

+ /B(xoﬁR)(Vv — (Vu)g) - V(v — u) dz.

Nous allons voir que le second terme du membre de droite s’annule. En effet, sur la

formulation faible de Av = 0 nous voyons que
/ Vu-V(v—u)dr =0.
B(zo,R)
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Par ailleurs, | By R)(Vu) r - V(v —u)dx =0 en intégrant par parties (en utilisant encore
que u—v € H}(B(xg, R)) et que V(Vu)z = 0. L’annulation du second terme et 'inégalité

de Cauchy-Schwarz nous donne directement

/ Vo — (Vu)g|*dz < / IVu — (V) g|* dz.
B(zo,R)

B(QC()7R)

En combinant cette inégalité avec (15.4.8) on trouve

9 r n+2 92
(15.4.9) / Vo~ (Vo) de < C (1) / Vu — (Vu) g da.
B(zo,r) R

B(zo,R)

Finalement on a

/ IV — (V) [P de < 3/ Vo — (Vo), |2 dz
B(zo,m)

B(zo,r)

+3/ |Vu — Vo dz

B(zo,r)

+ 3/ [(Vu), — (Vo),|* dz.
B(zo,r)

La derniére expression est controlée par I'inégalité de Jensen :

/ [(Vu), — (Vo) dz < / IVu — Vol da.
B(zo,r)

B(zo,r)
En combinant ce qui précéde on obtient le résultat voulu (15.4.7).

On utilise alors 'inégalité (15.4.3) pour estimer V(u — v) puis 'hypothése (15.4.6) pour

obtenir

2 7\ 2 20
(15.4.10) Vu— (Va),|>dz < C (-) Vu — (V) g|? dz + CARM2,
B(zo,r) R

B(Z‘o,R)

pour r < Ry. Introduisons la fonction
F(r)= 7"_)‘_20‘/ |Vu — (Vu)r|2 dz
B(zo,r)

Alors,
F(Or) < CO™2 A2 F(R) 4 Chy

pour tout 0 < @ < 1 et tout R < Ry. On choisit alors @ pour que CH"F27272 = 1/2 et on

en déduit que

T_A_Qa/ \Vu — (Vu),[*dz < Oy
B(zo,r)
pour 0 < r < Rj. O
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Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le théoréme. Considérons z € Q) et
0 > 0 tel que B(z,0) C Q. Nous allons démontrer que Vu appartient a C%“(B(z,0/2)),

ce qui conclura la démonstration.

Notons B la boule B(z, 6) incluse dans 2. Le lemme 15.8 implique que I’hypothése (15.4.6)
du lemme 15.9 est vérifiée pour tout A €]0, n[. On déduit du lemme 15.9 qu'il existe R; > 0
tel que

sup sup r’\za/ Vu — (Vu),|* dz < +oo.
B(zo,r)

zoEB 0<r<Ry

Par ailleurs, pour toute fonction u telle que Vu appartient a L?(£2), on montre aisément

que

sup sup 7’_’\_20‘/ Vu — (Vu),|* dz < 4oc0.
Q(z0,r)

zo€B R1<r
Il suit que Vu appartient & I'espace de Campanato £2**2%(B). On choisit alors ) tel que

A > n — 2a. On déduit alors du théoréme de Campanato que Vu € C%#(B) avec

_)\+2a—n

P 2

Alors Vu € C%(B) pour tout 8 < « et a fortiori Vu € L*(B). Comme B = B(z,0), le
fait que Vu € L*°(B) implique de fagon immédiate que

sup sup 7’"/ Vu|* dz < 2" ||Vu\|iw(3) :
x0€B(2z,0/2) 0<r<6/2 B(zo,r)

L’hypothése (15.4.6) du lemme 15.9 est donc vérifiée avec A = n. Le lemme 15.9 s’applique

et donne qu’il existe €; > 0 tel que

sup  sup r_”_Qa/ \Vu — (Vu),|* dz < +oo.
z0€B(2,0/2) 0<r<ex B(zo,r)

Comme précédemment on en déduit que Vu appartient a £2"2%(B(z,6/2)). Donc, grace
au théoreme de Campanato, on peut conclure que Vu € C%*(B(z,60/2)). Ce qui est le

résultat voulu. La démonstration est terminée. ]

La démonstration précédente permet de considérer le cas d’une équation avec terme source

et on a le résultat suivant.

Théoréme 15.10. Soit a €]0, 1] et uw € H*(Q) une solution faible de l’équation
div(A(x)Vu) = div F

ot A € C% est une matrice elliptique symétrique et F' € CO’O‘(Q). Alors Vu € CO’Q(Q).

loc loc
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15.5 Reégularité H?

Les lemmes que nous avons démontrés pour étudier la régularité elliptique concernent
tous des inégalités pour des fonctions u € H'(Q). Nous aurons besoin de savoir que I’on
peut appliquer ces inégalités pour Vu au lieu de u. Pour cela nous allons énoncer dans

cette section un résultat de régularité H? a l'intérieur de 2 (loin du bord).

Commencgons par une observation élémentaire.

Lemme 15.11. Siv € C3(Q) alors la norme L* du laplacien de v contréle la norme L*

de toutes les dérivées secondes de v :
2 112 2
|D UHL?(Q) = [|Av][2 )

Démonstration. En intégrant par parties on trouve

1D20][s g = /Z (Didy)? /Z (0,0)(0%0;0) d

1,)= 1 1,]= 1
= [ S @@= 12k,
,5=1
ce qui est le résultat désiré. O

Le résultat suivant est beaucoup plus fort. Il correspond au lemme précédent mais :
— il s’applique pour des solutions faibles (H! et pas C?);
— il n’y a pas besoin de faire une hypothése sur le comportement au bord ;

— il est vrai pour des opérateurs a coefficients variables, comme

div(AV:) Z 0;(aij(x

ot A = (ai;)1<ij<n €st une matrice elliptique (telle que A € L>(Q) et (A, &) >

X |€]? pour une certaine constante A > 0).

Théoréme 15.12. Soit Q un domaine régulier de R et soit f € L2 (). Considérons
une matrice elliptique A € C2N(Q) et u € HE (Q) solution faible de div(AVu) = f. Alors

loc
pour tout Q" CC Q' CC Q il existe une constante c telle que
/ |V2u‘2dx < c/ (Jul* + | f]?) d=
1’ Q/

La démonstration est un trés bon exercice. Nous allons en donner les grandes lignes et,

exceptionnellement, laisser les détails au lecteur.
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La démonstration est basée sur l'inégalité de Caccioppoli et la méthode de Nirenberg.
L’idée de Nirenberg est de considérer des dérivées partielles discrétes. Etant donné y € R™,

nous introduisons l'opérateur A, défini sur L?(2) par

Au(z) = u(x + g’/;‘— u(x) |

Les propriétés élémentaires de la différentiation des fonctions sont encore vraies : la régle
de Leibniz
Ay (ab) = (tya)Ayb + (Aya)b,

et I'intégration par parties

| eosu@ ar =~ [ w@a )@ Vo G, Iyl < dist(sup . 00).

On peut alors démontrer le lemme suivant, puis I’appliquer pour conclure la démonstra-

tion.

Lemme 15.13. Soit u € L} () avec 1 < p < oo. Alors Vu € L () si et seulement si,
pour tout ' CC §Q il existe une constante C > 0 telle que,

vy € B(0,1) \ {0}, Y € C(), < Clloll ) -

/,(Ayu)go dz

oul/p+1/p =1.

15.6 Reégularité des surfaces minimales

Soit 2 un ouvert borné régulier connexe et g: 92 — R une fonction donnée réguliére.

Introduisons I'espace affine
Hy(Q)={ue H(Q) : uloa =g} .
Considérons une fonction u € H gl(Q) On note S(u) la surface
S(u) =A{(z,u(z)) : z € Q},

et A(u) laire de S(u), définie par

A(u):/ﬂx/1+|Vu|2da7.

Définition. Soit u € H,(Q). On dit que S(u) est une surface minimale si

A(u) = inf A(v).

vEHI(Q)
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Le résultat principal de ce chapitre énonce qu’une surface minimale est de classe C*™° a
I'intérieur de son domaine de définition. Pour obtenir ce résultat, nous commencons par

la proposition suivante.

Proposition 15.14. i) Soit u € H}(Q). Si S(u) est une surface minimale alors

H(u) =div Ve =0
V1+ | Vul?
aw sens ou
Vu - Vgp
a1+ |Vu|2

ii) Siu € Wh(Q) est solution de (15.6.1) alors u € H}

loc

(15.6.1) Yo € Hy(9Q),
(Q) et, pour tout 1 <k <n,
(15.6.2) div(AVhu) = 0

ot A = (aiajF(vu))lgi?an avec F(C) = v/ 14 |<|2

Démonstration. i) Considérons la fonction 6: ¢ — A(u + ty), définie pour ¢ € [—1,1].
Alors 0(t) = [, f(t,z) dz avec f = \/1 +|Vu+tVe]>. On a

Vu -V +t|Vel?
\/1 +|Vu + tVe|?

0. f] = < |Vu| [Vy| + |Vy|* € L}(Q),

ou l'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz. On peut alors appliquer le théoréme de
dérivation de Lebesgue qui implique que 6 est dérivable. On obtient I’équation (15.6.1) en

écrivant que si v est un minimiseur on a 6'(0) = 0.

i1) Posons G(() = V¢/1+ (]2 =

\<|2 de sorte que I’équation (15.6.1) s’écrive

/ G(Vu) - Vedx = 0.
0

Soit k € {1,...,n} et h tel que |h| < dist(supp ¢, 092). Alors
/ (F(Vu(z + hey)) — F(Vu(z))) - V(z) dz = 0.
Q

Notons G* les coordonnées de G (donc G = (G*,...,G")) et écrivons
G (Vu(x + hey,)) — Z e (2) (Oyu(x + hey) — Oju(x)).
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ci(x) = /01(8@(?") <tVu(a: + hey) + (1 — t)Vu(x)) dt.

On obtient que

Ape,u = %(u(m + hey) — u(x))

vérifie

/QZ - (2)0;(Ape,u) Oy dz = 0.
1]

. . . h . . . .
Nous allons voir maintenant que la matrice (¢;(2))1<ij<n est elliptique, uniformément en

h. Nous devons montrer qu’il existe A > 0 tel que, pour tout h, tout £ et tout x, on a

Y @) = Ale”

1<i,j<n

En dérivant G on calcule que

o e
7 _ Clg]
VIHICE (4¢3

Posons Y (t,z) = tVu(x + hey) + (1 — t)Vu(z). Alors

e PO YR P - (V(ha) -6
> e = [ ik L at.

0, G'(C) =

1<i,j<n

Or, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a
A+ Yt @) [ = (Y (ta) - €2 = 6 + [V (4 ) € = (V(t,2) - ] = I¢P

donc
1

1
h 2
Z cii(2)&:&; > |€] /0 AT V()PP dt.

1<i,j<n

_3
2

Maintenant on utilise que, par hypothése, Vu € L>*(Q). Cela implique que (1+|Y (¢, x)|?)
est minoré par une constante positive et donc ¢ est une matrice elliptique, uniformément
en h. On peut alors appliquer (la démonstration de) I'inégalité de Caccioppoli. Considé-
rons Q" CC ' CC Q avec |h| < dist(€', Q). On peut estimer la norme H*(Q”) de Ay, u
en fonction de la norme L*(Q) de Ap, u qui est elle-méme controlée par la norme L?(€2)
de Vu. On en déduit alors que u appartient a H?(2”) et que 'on a 1’équation désirée (cf
le Lemme 15.13). N

On peut maintenant démontrer le résultat suivant.
Théoréme 15.15. Siu € WH*(Q) vérifie H(u) = 0, alors u € C=(1).
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Démonstration. u € HE,.(Q) et de plus div(AVOu) = 0. Comme Vu € L>®(Q), la matrice

A vérifie les hypothéses du théoréme de De Giorgi, qui implique que Jiu appartient a
C2¥(Q) pour tout k et par conséquent u € Cp*(€). Alors on en déduit que A est a
coefficients C’l%ca(Q) Le théoréme de Schauder implique alors que dyu € C’llo’g pour tout k.
On en déduit alors que u € 012 7%, On peut dériver I'équation et vérifier que 0;0,u vérifie
une équation du méme type (avec un terme source et on utilise le théoréme 15.10). Le

3,

théoréeme de Schauder entraine que u € C}’

1o - BN raisonnant par récurrence on obtient le

résultat désiré. O
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Chapitre 16

Estimations dispersives

Ce chapitre est composé de deux parties bien distinctes. Nous commengons par une in-
troduction a I’étude du probléme de Cauchy pour I’équation de Schrodinger non linéaire.
Nous énoncerons de nombreux résultats sans démonstration pour essayer de donner un
apercu de résultats récents dans ce domaine. Cela nous permettra d’introduire les esti-
mations de Strichartz-Bourgain. Dans la deuxiéme partie, nous démontrerons une de ces
estimations. La démonstration, méme si elle est trés difficile, est intéressante d’un point
de vue pédagogique car elle repose sur des idées différentes de celles utilisées dans les
autres chapitres. De plus cette démonstration donne un apercu des méthodes utilisées

actuellement dans I’étude des problémes non linéaires.

16.1 L’équation de Schrodinger

L’équation de Schodinger linéaire
10+ Au =0,

résolue par la transformée de Fourier, génére un groupe continu d’opérateurs e”?, qui

sont unitaires sur les espaces de Sobolev H*(R™).

Proposition 16.1. Soit t € R. Par définition S(t) = e est le multiplicateur de Fourier
de symbole e~ tel que

S(B)uo(€) = e @ €).
Pour tout t € R, lopérateur S(t) est une isométrie de H*(R"™) dans H*(R™). De plus on
a S(t)oS(s) =S(t+s) pour tout t,s dans R.

Il est donc trés facile de résoudre le probléme de Cauchy pour ’équation de Schrédinger

linéaire dans les espaces de Sobolev. On pourrait se demander si un résultat analogue est
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vrai dans d’autres espaces. La proposition suivante montre que 'opérateur S(t) est non
borné sur les espaces de Holder (et méme sur les espaces Zygmund définis dans la derniére

section du chapitre précédent).

Proposition 16.2. Soit s,0 € R. Supposons qu’il existe ty # 0 tel que S(ty) est continu
de CZ(R™) dans C:(R™). Alors s < o —n.

En fait, 'opérateur S(¢) est non borné sur tous les espaces de Sobolev
H*P(R") = (I — A)™*/*LP(R")

construits sur LP(R™) avec p # 2. Ce qui explique pourquoi il est naturel de chercher une
solution, continue en temps, a valeurs dans un espace de Sobolev H*(R"™) construit sur
L*(R™).

Considérons le probléme de Cauchy pour I'équation de Schrodinger non linéaire. Etant

donnée une donnée initiale uy on cherche une solution u du probléme
10+ Au = |u|*u Uj—o = Up.

Une premiére difficulté est de donner un sens a ’équation. On dit que u est une solution

de I’équation de Schrédinger non linéaire de donnée initiale ug si

(16.1.1) u(t) = S(t)ug —i/o S(t—t)(Ju®)?u(t)) dt".

Cette identité est appelée formule de Duhamel. Pour que cette formule ait un sens, il
faut trouver un cadre qui est tel que la non linéarité |u\2 u est & valeurs dans un espace
de Sobolev. C’est la raison pour laquelle ’étude du probléme de Cauchy dépend trés

fortement de la régularité de la donnée initiale.

La situation la plus simple est celle ol u est continue en temps a valeurs dans un espace
de Sobolev H*(R"™) avec s > n/2. En effet, dans ce cas, on sait que H*(R") est une algébre
de Banach : le produit de deux éléments de H*(R") appartient a H*(R") si s > n/2. La

formule précédente a donc un sens clair et on peut énoncer le résultat suivant.
Proposition 16.3. Soit n > 1, 0 € N et s > n/2. Pour toute donnée initiale uy €

H*(R™), il existe T' > 0 tel qu’il existe une unique fonction u € C([0,T], H*(R™)) vérifiant

u(t) = S(t)ug — i /0 S(t =) (Ju)?ut)) dt'.

Notons T* le temps de vie de la solution mazimale. Alors, soit la solution maximale est

définie pour tout temps, soit

lim sup [|u(?)|| o = +00.
t—T*
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La démonstration de cette proposition repose sur le théoréme du point fixe, le fait que le
produit de deux éléments de H*(R™) appartient & H*(R") si s > n/2. Le critére d’explosion
est une conséquence de U'injection de Sobolev H*(R™) C L*>(R") pour s > n/2.

Il est naturel de chercher a étendre ce résultat en considérant des données initiales moins
réguliéres, appartenant a des espaces de Sobolev d’indice s < n/2. Il y a plusieurs mo-
tivations. D’abord, un tel résultat donne des informations sur la nature des éventuelles
singularités. Aussi, afin d’obtenir des résultats d’existence globale en temps, il est para-
doxalement plus facile de travailler dans des espaces de faible régularité associés a une
invariance d’échelle ou a la conservation des quantités naturelles (masse et énergie). In-

troduisons la masse M et de 1’énergie E définies par

M(t) = / Jut ),

1 1
E(t) = —/ |Vu(t, z)|? do + —/ lu(t, z)|* dx.
2 Rn 2 ]Rd
Alors J y
—M(t)=0, —FE(t)=0.

Par exemple, pour n = 1, pour résoudre globalement en temps le probléme de Cauchy
dans la classe des fonctions C*, on utilise I'injection de Sobolev H'(R) C L*(R) qui

permet de montrer dans un premier temps que le probléme de Cauchy est globalement
bien posé¢ dans H!(R).

Proposition 16.4. Supposons que n = 1. Pour toute donnée initiale ug € H*(R), il
existe une unique solution u € C(Ry, HY(R)) de (16.1.1).

On montre ensuite un résultat de propagation de la régularité.

Proposition 16.5. Soit u € C(R,, H'(R)) une solution de (16.1.1). Siug € H*(R) avec
s> 1, alorsu € C(Ry, H'(R)).

En combinant les deux propositions précédentes, on obtient que

Corollaire 16.6. Supposons que n = 1. Soit s > 1. Pour toute donnée initiale ug €
H*(R), il existe une unique solution u € C(R;, H*(R)) de (16.1.1).

En dimension 2, H'(R?) ¢ L>(R?) et le probléme est plus difficile. Cependant, le défaut

d’injection est faible et on dispose de I’estimation logarithmique

o \\ 2
H-fHLOO(RQ) S C Hf”Hl(RQ) log 1 + .

A1 1 ey
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Cette estimation a permis a Brézis et Gallouét de démontrer que le probléeme de Cauchy
pour I’équation cubique défocalisante est globalement bien posé dans H?(R?). Cette mé-
thode d’analyse fonctionnelle ne permet cependant pas de traiter le cas de non linéarités
d’ordre supérieure, ni de considérer des données dans ’espace d’énergie, c¢’est-a-dire pour

une donnée initiale appartenant a H'(R?).

Dés la dimension 2, pour résoudre le probléme de Cauchy dans des espaces de faible
régularité, on doit utiliser une propriété fondamentale de ’équation. Précisément, le fait
qu’il s’agit d’une équation dispersive, ce qui signifie que la variété caractéristique de

I’équation libre est courbée. Cela entraine les inégalités de dispersion et de Strichartz.

Théoréme 16.7. Pour tout triplet (n,p,q) vérifiant

2 n n
_+_:_7 pJq#27+OOJ pZQ:
21l AR

il existe une constante C(p,q,n) telle que

5 olloga oy < O ey

pour tout ug € L*(R™).

Strichartz avait prouvé lestimation pour (n,p,q) = (2,4,4). Keel et Tao ont obtenu le
cas limite (p,q) = (2,2n/(n —2)) pour n > 3. Les autres estimations sont dues & Ginibre

et Velo ainsi qu’a Yajima.

Les estimations de Strichartz donnent une amélioration par rapport a I'injection de Sobo-
lev qui peut étre vue comme un gain de dérivée, ce qui explique que ces estimations sont

a l'origine d'une amélioration trés nette de la compréhension du probléme de Cauchy.

Définition 16.8. Soit s > 0 et n > 1. On dit que le probleme de Cauchy pour l’équation
de Schrédinger non linéaire est bien posé sur H*(R™) si, pour toute boule ouverte B de
H*(R™), il existe un temps T > 0 et un espace de Banach X5 — C°([0,T]; H*(R")) tels

que
1. pour tout v € X3 la fonction [v|* v est bien défini et appartient o L*(]0, T[; H*(R™)) ;

2. pour tout uy € B, il existe une unique solution u € X;. de [’équation

u(t) = S(t)ug — 1/0 S(t—¢)(Jul®)?u(t)) dt'.

3. Siug € H°(R™) pour un o > s, alors u € C°(|0,T|; H7(R")).

On dit parfois pour clarifier [’énoncé que le probleme de Cauchy est bien posé localement en
temps. On dit que le probleme de Cauchy est globalement bien posé si le résultat précédent

est vrai pour tout T' > 0.
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Théoréme 16.9. Supposons que n = 2. Le probleme de Cauchy pour [’équation de Schro-

dinger non linéaire est globalement bien posé sur H'(R?).

La démonstration des inégalités de Strichartz repose sur un argument d’interpolation
appliqué d’une part avec 'inégalité

HeitAuoHL2(Rn) S HUOHLQ(R")7

(qui est en fait une égalité) et d’autre part avec

itA K

(16.1.2) €% tt0]| e ny < 75 1]l 1 ) -

Nous avons déja vu la premiére inégalité (qui est en fait une égalité). La second égalité
s’obtient par un calcul direct de la solution fondamentale, qui s’écrit :

1 o
/ eile=u/ @0y (1) dy.
R”

(eimuo)(ﬂf) = W

Considérons maintenant le méme probléme mais dans le cas ol la donnée initiale ug et la
solution w sont des fonctions périodiques en la variable spatiale z.

Définition 16.10 (Espaces de Sobolev périodiques). On note L*(T™) l’espace des fonc-

2
loc

tions u € Lj (R™) qui sont 2mw-périodiques par rapport a chaque variable, ce qui est équi-
valent a u(- + ) = u pour tout v € (2nZ)". Rappelons que les fonctions u € L*(T") se
représentent en série de Fourier (voir le théoréme 5.1)

u = Z cpe™T

keZnr

Soit s € [0, 4o00[. Par définition

H*(T") = {u € L*(T"); Z (1+ k) ] < +oo} :

keznr

Remarque 16.11. Si s € N, alors on a
H¥(T") = {u e L*(T"); Va e N, |a| < s, 90u € L*(T")},
ou 0% désigne la dérivée au sens faible de u (cf les définitions 6.1 et 6.5).

Les résultats qui sont basés uniquement sur des arguments d’analyse fonctionnelle ou
d’analyse de Fourier sont encore vrais. Par exemple, si s > n/2, le probléme de Cauchy
est bien posé sur H*(T™). Mais on ne dispose plus de I'estimation de dispersion (16.1.2).

En effet, on a
1< ||U0||L2(1rn) - HeitAuoHLQ(T") N HeimuoHL“’(T")'

Ce qui montre que, si ug € L'(T™) est non nul, alors He’m ne peut pas tendre

uOHL‘”(T”)
vers 0 quand ¢ tend vers +o0o. Donc I'inégalité (16.1.2) ne peut pas étre vraie pour tout ¢

grand. En fait 'obstruction est beaucoup plus profonde.
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Proposition 16.12. Pour tout t > 0, S(t) n’envoie pas L'(T™) dans L>°(T").

Toutefois, on dispose d’un analogue des inégalités de Strichartz, ce qui a permis & Bourgain
de montrer que le probléme de Cauchy est bien posé y compris pour des données initiales

qui sont périodiques.

Théoréme 16.13. Sin = 2 ou n = 3, alors le probléeme de Cauchy pour ’équation de

Schrodinger non linéaire est bien posé sur H'(T™) localement en temps.

16.2 Estimée de Strichartz-Bourgain pour KdV

Considérons maintenant 1’équation de Korteveg-de-Vries
(16.2.1) Up + Uggy + Uy = 0.

Un résultat majeur de Bourgain est que le probléme de Cauchy pour cette équation est
globalement bien posé¢ sur L*(T). Nous allons voir dans cette section un élément de la
démonstration. L’idée est d’introduire des espaces dont la définition est basée sur I’étude

du groupe (e~%%=), g associé a I'équation linéaire u; + gz, = 0.

Considérons une solution v = u(t,z) 2m-périodique en ¢ et en = de ’équation linéaire

Uy + Uzer = 0. Considérons sa transformée de Fourier, définie par,

u(r, k) = // ekt ) dedt (1, k € 7).
T2
Alors u est supportée dans la variété caractéristique :
supptu C {(1,k) EZXZ : T=K"}.

Cette propriété de localisation spectrale exacte n’est pas vraie pour les solutions de 1’équa-
tion non linéaire (16.2.1). Il est donc important d’introduire des espaces de fonctions qui

sont approximativement spectralement localisé prés de la variété caractéristique.

Définition 16.14. Soit s € Ry, b € Ry et u = u(t,z) € L*(T?) une fonction L?,

2m-périodique en t et en x. On introduit
b
2 5 s ,
lulfoneny = 3032 (14 7 = ) (1 ), B
TEL kEZ

ainsi que l’espace

x0(12) = {u € IA(T2); [t goaes) < +00}
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Remarque 16.15. En particulier, si u vérifie u; + tz,, = 0 avec u(0) € H*(T), alors
u € X**(T?) pour tout b > 0.

Proposition 16.16. [l existe une constante C' telle que
[ll pagp2y < Cllull 0,175 72y -

Remarque 16.17. Ce résultat joue un role fondamental dans 1’étude du probléme de
Cauchy pour l'équation non linéaire (16.2.1). Cependant, pour comprendre en quoi ce
résultat est surprenant, il est plus parlant de considérer une solution u de 1’équation
linéaire dyu + Opppr = 0. Si la donnée initiale uy appartient a L*(T), alors u € X%°(T?)
pour tout b > 0 comme nous 'avons déja vu. On peut donc appliquer cette proposition
pour en déduire que

[ull pap2y < Cllull 22y -
C’est une amélioration nette de I'injection de Sobolev, qui énonce en dimension 2 que
[wll a2y < C llwllgararey -

Démonstration. La démonstration que nous suivons est due a Nikolay Tzvetkov. Décom-

o N zrt—i—zk:c’v
U—Eup ou wu, = E E (1, k).

peEN T,kEZL
2P < (T—k3)<2Pt!

posons

Alors pour tout b > 0,

2 2
D027 fluplTa gy < Nl ion g2 -
peN

En particulier, pour b = 1/3, on a
2 2 2
Z 257 ||up||L2(’]1‘2) < ||U||X071/3(11*2) :
peN
Par ailleurs
2
||uHL4(’IF2) = HUU||L2(T2) < Z Z Hupup’”LZ(W) <2 Z Z ||Upup+m||L2(1r2) :
peN p’eN meN peN
I1 suffit donc de montrer que
2 2
Z Z ||upup+m||L2(qr2) < KZ i ||UpHL2(1r2) :
meN peN peEN
Il est bien sir suffisant de montrer qu’il existe € > 0 tel que

—em 2 2
D Nuptpimll ey < K275 257 | oy

peEN peEN
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pour une constante K indépendante de m. En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on

voit que cette inégalité sera une conséquence de
emal 1
(16.2.2) ||upup+m”[,2('ﬂ‘2) < K27°M23P HupHL?(W) (2m2F)s ||up+m||L2(T2) )

car

1 1
3 2
2 2 m 2 2 2 2
(Z 257 ||Up||L2(T2)) (Z(Q 2P)3 ||up+m||L2(T2)) < Z 23P ||up||L2(T2) .
P p

P
Notre but est donc de démontrer 'inégalité (16.2.2). Notons que l'on peut supposer sans

perte de généralité que [[upl| oipey =1 = [[Uprml| p2(pe)-
Ecrivons u, et u,,, sous la forme

. iTit+ikix o~ o iTot+ikox~
u, = E eI (T, k), upy = E eI (Ta, k).

T1,k1€Z T2,k2€Z

avec u,(1, k) = o,(7 — E¥)u(r, k) o p,(y) la fonction qui vaut 1 si 27 < (y) < 2P et 0

sinon. Alors

o iTt+ikx
UpUp s = E c(t,k)e
T,k
avec

o(rk)= Y > (r,kn)pim(ra, ko).

T1+T2o=T k1+ko=

On décompose cette somme en deux parties. On introduit

o(r, k) si|k| <25t 0 si k| < 25tm),
61(7', k) = . L(p+m) 02(7—7 k> = . Lip+m)
0 si |k| > 28PTm) c(r, k) si|k| > 23WPTm),

Posons pour j =1, 2,

Uj _ Z Cj(T, k)ei7t+ik$‘

T,k

Pour démontrer (16.2.2), nous allons montrer que

ool ey 1
(16.2.3) HUjHL?(T?) < K27°m2sP ||up||L2(']r2) (2m2P)s ||up+m||L2(']r2)a

Commencons par étudier Uy. D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz

(£ cwng

acA aEA

et la propriété de localisation, nous obtenons

eo(m B < alm k) D0 Y [p(r k) [t (72, K2)

ki+ko=k T1+12=T7
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ol a(7,k) est le cardinal de ensemble A(7, k) des quadruplets (ki, ko, 71,72) € Z* qui

vérifient
(1624) kl—l-kg :k, 71+TQZT, T :kf’+0(2p), 72:k§+0(2m+p).

Pour démontrer (16.2.3) pour j = 1, en utilisant I'inégalité de Plancherel, on se raméne a

montrer que
Z leo(7, k)| < K2G-2mosp,
T,k

Par ailleurs, comme ||| 212y = 1 = [[tp4ml| f2(2), en utilisant Fubini nous obtenons

SN S fap(m k) P (e, ko) = 1

T,k ki+ko=k T1+12=T7

Ainsi, il suffit de montrer que
(16.2.5) a(r, k) < C2G-2%Imsp,

pour tout 7 € Z et tout k € Z vérifiant |k| > 20+m)/3,

Fixons (k,7) et estimons a(7, k). Sous les contraintes (16.2.4) précédentes, on a
T =k + ki +0(2™"P).
Comme k = ki + ko, on en déduit
T =k* — 3kkiky + O(2™1F),
ce qui implique

2% 3.3 L "
Bk (k1= 5 ) = =Bkkiks + T =7 — 2K+ O(2"7).

Par hypothése, si ¢; est non nul on a |k| > (2™7)3. On en déduit alors que

K\ 2
(k’l - 5) =e(1, k) + O(23mP),

ou e(7, k) est un nombre fixé qui ne dépend que de 7 et k. En particulier, il y a au plus
0(2%25) solutions possibles pour k; (et donc pour (ki,ks)). Une fois que k; est choisi,
il y a au plus O(2P) entiers 7; qui vérifient 7, = &} + O(2?P). Il y a donc au plus O(2?)

couples (71, T2) qui vérifient les contraintes
n+n=1, n=kE+02), mn=Ek+002m7).

En combinant ces deux remarques, on trouve que |a(7, k)| = O(2%237). On obtient donc

I'inégalité désirée (16.2.5) dans laquelle on peut prendre alors e = 1/6.
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Il reste & démontrer (16.2.3) pur j = 1. On veut montrer que

1 yme2
(16.2.6) 1Ll 22y < 2(5=eImgsP [l 22y l[tpsml 2oy -
Posons J = [—23(m*P) 25(m+P)] ot notons | f|| 2 (J:2(z)) 18 semi-norme définie par
2 2
I ra@ =D D 1F (k)P
keJ TeZ

En utilisant Plancherel et l'inégalité de Minkowski on trouve

1Oz = || 32 D Tp(ris k)i (T = 71, o)
ki+ka=k T1 2(J32(2))
<| X0 D lam k) fapem (s ko) o
ki1+ko=k T Ei(‘])

En utilisant 'inégalité (3,4 Xoé)2 < (#A4) Y ,c4 X2 et en observant comme précédem-

ment que, pour tout ki, il y a O(2P) éléments 7, vérifiant 71 = k3 + O(2P), on obtient
~ » _ o\ 1/2
Z |“p(717 /f1)| <2 (Z ‘%(7'17 /ﬁ)‘ > :
T1 T1

Ainsi

b
10l 2gre) < 25

Z Hap('vkl)

k1+ko=k

2 ap-i-m('a k2) o2

G

m o 2p
S 262 ||up||L2(1r2) ||up+m||L2(qr2) ’

ol I'on a utilisé & nouveau l'inégalité (3, 4 Xo()2 < (#A) Y ca X2 et le fait quesik € J
alors |k| < C25(™P) dans la derniere ligne. On obtient donc (16.2.6) avec & = 1/6. O
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Cinquiéme partie

Problémes
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Chapitre 17

Problémes d’Analyse fonctionnelle

17.1 Frames et suites de Bessel

Soit H un espace de Hilbert réel muni d’un produit scalaire (-,-) et de la norme ||z| =
(2, ).
1. Considérons une suite (z,),eny dans H. On dit que cette suite est un frame s’il existe

deux réels strictement positifs A et B tels que,

(+) Vee H, Alle|* <3 |, @) < B,

neN

a. Supposons que (e,)nen est une base hilbertienne de H. Dire si les quatre familles
suivantes sont ou ne sont pas des frames (donner a chaque fois une justification succincte) :
- El = (en)nEN;
- EQ = (€n+1)7’LEN;
— B3 = (eq, €p, €1, €1, €2, €2, €3, €3, . ..) o chaque élément est répété deux fois;
— E4 - (en/(n + 1))n6N7
b. Supposons que (x,)nen est un frame. Notons V' = Vect {:En ' n e N}. Montrer que V

est un sous-espace dense dans H.

2. a. Considérons une suite (z,)nen dans H telle que ) |(z, 2,)|° < 400 pour tout
r e H.

Introduisons lapplication U: H — (*(N) définie par U(x) = ((z,%,) )nen. Montrer a
I’aide d'un théoréme général sur les espaces de Banach que 'application U est continue.

En déduire qu’il existe B > 0 telle que

(4#) vreH, Y|’ < Bl

neN

253



b. Considérons une suite (z,),eny dans H qui vérifie la propriété («x). Considérons un
ensemble fini /¥ C N et une suite (¢, )neny € (2(N). Montrer que

H;cnxn2g sup (Z|Cn|2><;|(y,xn)|2>.

y€H7 Hy‘lzl neF
c. En déduire que

By el

nel

| > e
nekl

Puis montrer que la série > ¢,z, converge.

17.2 Le lemme div-curl de Murat et Tartar

Notations : Soit 2 un ouvert de R”. On note C*°(£2) 'espace des fonctions u: Q@ — R qui
sont la restriction a  de fonctions C'* sur R™. On note C§°(Q2) les fonctions C* et a

support compact dans 2.

Considérons un ouvert borné  C R? et deux suites de champs de vecteurs, £, :  — R?
et B,: Q0 — R% On note (E}, E?) et (B}, B2) les coordonnées de E, et B,. On suppose

que :
(H1) E, et B, appartiennent & C*(2)? pour tout entier n.
(H2) On a

sup (1Bl gz oy + 1Ball oy + 1 Bl + llewrd Bullgagoy ) < +ov.

ol || En |l 12y = \/||E,£||%2(Q) + ||E3L||ig(9), et ou div E, et curl B,, sont des fonctions

a valeurs dans R définies par
divE, = 0, E} + 0,,E2, curl B, = 0,,B} — 0,,B>.

(H3) Tl existe E € L?(Q)? et B € L*(N)? telles que E,, — E et B, — B dans L?(Q)?, ce
qui signifie que chaque coordonnée converge faiblement (E? — EJ pour j = 1,2 et

de méme pour B,,).

Le but de cet exercice est de montrer que, pour tout ¢ € C5°(€2),

(+) / P(2)En(a) - By)de — / p(2)E(2) - B(x) de,

n—-+o0o
ot y -y est le produit scalaire de R2.

1. Fixons une fonction ¢ € C§°(2) et considérons x € C§°(§2) valant 1 sur le support de

v, de sorte que xyp = . On introduit

vy =@, w,=xB, v=¢E w=xB.
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On étend ces fonctions par 0 sur R? \ © (et on les note toujours v, w,, v, w). Montrer
que v, et w, appartiennent a H'(R?)2. Montrer que v, converge faiblement vers v dans

L?*(R?)? et que de méme w,, converge faiblement vers w dans L*(R?)2.

2. Si f = (f!, f?) est une fonction & valeurs dans R2, on note f = (fAl, fAQ) sa transformée

de Fourier. Montrer que (9,,) et (@,) sont bornées dans L?(R?)? et dans L>®(R?)2.

3. Montrer que () est équivalent &

(+2) G R G Ea ILGIGES

4. Montrer que, pour tout £ € R?, les suites (0,,(€))nen et (0,,(€))nen convergent vers (&)

et w(&), respectivement.

5. Soit R > 0. Notons B(0, R) la boule de centre 0 et de rayon R dans R?. Montrer que

/B R CRAGE 3(€) - D) de.

6. Soit £ = (£1,&) € R? non nul. Posons £+ = (&, —&;). Montrer que, pour tout X € R2,

on a
B 5)5 < e)e
X=(x-2)S (x-S )
( ) T\ ) g

Montrer ensuite que pour tout X,Y dans R? on a

1
X Y <—([|V]X- X||Y - &),
X V< i (W€ 1Y)

7. Montrer que les suites de fonctions & — £ - 0,(€) et & — &4 - @,(€) sont bornées dans
L2(R?).

8. En déduire que pour tout R > 0 on a

sup/ V(&) - w,()dE — 0,
[€1>R

et conclure la démonstration de (x).
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17.3 Etude du pendule de Kapitsa par la convergence
faible

Fixons trois nombres strictement positifs a, b, T. Etant donnés («, 3) € R? et € €]0, 1], on

admet I'existence d’une fonction 0. € C?([0,T]) vérifiant

07 (t) = (a + g cos (g)) sin(0.(t)), t=>0,
(*) 0.(0) = a,
0.(0) = .

On admet existence de 6.. L’équation précédente régit la dynamique d’un pendule inversé
(le poids est en haut) soumis & une oscillation verticale rapide. Si b = 0, la solution nulle
est instable. Le but de ce probléme est de montrer que la solution nulle est stable si |b] est
assez grand. Ce résultat est dii & Kapitsa et nous allons voir une démonstration donnée

par Laurence Evans.

1. Montrer que si 6. est solution de (x) si et seulement si 0.(0) = « et
/ A Lo . (S ,
(xx) 6.(t) = B+ bsin (E) sin(0-(t)) + /0 (a sin(f-(s)) — bsin <g> cos(@a(s))QE(s)) ds.

2. On rappelle 'inégalité de Gronwall : si u: [0,T] — [0, 4+00] est une fonction continue

vérifiant ,
u(t) < A+ B/ u(s) ds,
0
alors u(t) < AeP* pour tout t € [0, 7.
En appliquant ceci a u.(t) = |0L(t)|, en déduire qu’il existe une constante C' ne dépendant

que de (a,b, o, 5,T) telle que,

sup max |0.(¢)] < C.
=€]0,1] te[o,T1| )

En déduire qu'il existe une constante C’, ne dépendant que de (a,b, a, 8, T) telle que,

sup max |6.(t)] < C".
c€]0,1] t€[0,]

3. En deéduire qu'il existe § € C°([0,7]) N H'([0,T]) telle que 'on peut extraire une sous-
suite (6., )nen OU &, tend vers 0, convergeant vers 6 fortement dans C°([0,T) et faiblement
dans H*([0,T7).

4. Soit ¢ € C§°(]0, T'[). Montrer que
T T
/0 B(8)0. (1) sin (é) dt = R. + /0 bib(£) cos? (é) sin(6. (1)) dt,

256



ot R. = O(e). Indication : utiliser I’équation () et une intégration par parties.

5. Montrer que cos?(t/¢) converge faiblement vers la fonction constante 1/2 lorsque € tend
vers 0. En déduire que

6. (t)sin (i) - gsin(ﬁ(t)) dans L2(]0, 7).

6. En utilisant (#x), montrer que la dérivée au sens faible de 0 est donnée par

2

0'(t) =5+ /O t (a sin(0(s)) — %Sin(ze(s))) ds.

7. Montrer que 6 € C%([0,T]) et 0 vérifie

0" = asin(0(t)) — Z—Qsin(%(t)), t>0,

(5 % ) 8(0) = a,

0'(0) = B.
En déduire que (6;)-¢j0,1) converge vers 6 quand ¢ tend vers 0 (et pas uniquement la suite
extraite (0c, )nen)-

8. Etudier la stabilité de la solution nulle pour le systéme (x * *).
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Chapitre 18

Problémes sur les espaces de Sobolev

18.1 Injections de Sobolev

Nous commencons & l’exercice 1 par revoir l'injection usuelle de H*(R%) dans L>(R?)
lorsque s > d/2. Nous montrons que, pour d > 3, on dispose d’une estimation qui ne
nécessite aucun controle des basses fréquences. L’exercice 3 propose une application de
Iinjection H'(R?) = W#(R?) C L°(R?), pour démontrer une loi de produit. L’exercice 4
concerne lui une loi de composition. On demande de montrer le résultat classique que,
si u € HY(R"), alors |u| € H'(R"). On applique ce résultat pour montrer un principe
du maximum pour la solution de 'équation de la chaleur : si u(0,z) > 0 pour tout z,
alors u(t,z) > 0 pour tout ¢ > 0 et tout z. Bien str ce résultat est une conséquence
du fait que, pour tout ¢t > 0, 'opérateur solution S(¢) est a noyau positif. L’intérét de
la démonstration que 'on donne est qu’elle s’applique a l'identique pour le probléme
posé dans un domaine & bord. Les exercices 6, 7 et 8 concernent I'inégalité de Gagliardo-

Nirenberg et la décomposition de Littlewood-Paley.

Exercice 1. Considérons un entier n > 3 et un réel s > n/2. Montrer qu’il existe une

constante C' telle que, pour tout u € H*(R"),
lull o < C IVl
Est-ce que cette inégalité est vraie en dimension 27

Exercice 2. Les injections de Sobolev limites ne sont pas vraies (autrement dit, H%2(R)
n’est pas inclus dans L>(R?)). Cependant, nous allons voir que les injections de Sobolev

semi-classiques sont vraies pour le cas limite.

Soit ¢ € S(R™) telle que ¢(0) = 1. Définissons pour tout h €]0,1] un opérateur linéaire
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Ay S(R™) — S(R™) par

(Ayr) (x) = (27)" / ¢ EH(hEYA(E) de.

Montrer que, pour tout r € [2, +00], tout u € S(R™) et tout h €0, 1],

1 1

1wl < CRT"G7) |2
pour une constante C' que 'on précisera.

Exercice 3. On rappelle que H'(R?) = W?(R?) s’injecte continiement dans L°(R?).

En déduire qu’il existe une constante K telle que

||fg||W1’3/2(R3) <K ||f||W1v2(R3) ||g||W1»2(R3) )
pour tout f,g € W'2(R?).

Exercice 4. a) Soit u € C'(R, H) ou H est un espace de Hilbert. Montrer que la fonction
a3 - t = |lu(t)])? est C* et que

d 2 du
7 |ul|7; = 2Re <$,u> :

b) Soit v € CO(R, H'(R™)) N CY(R, H~*(R™)). Montrer que la fonction t — ||v|%, est C*

et que
d d
ol =2me ()
dt dt H-1H1

c) Soit u € H'(R™) une fonction a valeurs réelles. Montrer que |u|, u~ et u* sont dans
H'(R™).
d) Soit v € C°(R, HY(R")) N C*(R, H~(R")) telle que d;v = Av. Montrer que

d
7 (v7)*dz <0.
En déduire que v(t) > 0 si v(0) > 0.

Exercice 5. On admet que W' (R") s’injecte dans L™~V (R"). En déduire qu’il existe
une constante C' telle que,
Q< C oY

pour tout ouvert borné régulier de R™ de frontiére C?.

Exercice 6. Les résultats démontrés a ’exercice 1 impliquent qu’il existe une constante
C telle que, pour tout u € H?(R3),

[l oo gay < C VUl p2gsy + C | Aull 2 -
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En appliquant ce résultat a la fonction v définie par v(x) = u(Ax), pour un paramétre A

bien choisi, démontrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout u € H?*(R?),
1/2 1/2
lll ey < C IVl gy 100 ey -

Exercice 7. Soit d > 1 et soit p: R? — [0, +o00[ une fonction C*°, radiale, qui vaut 1 sur
la boule {|{| < 1} et qui s’annule a 'extérieur de la boule {|¢| < 2}. Pour tout j € Z, on
définit

—_

Aju(€) = (p (277€) — ¢ (2792€)) a(e).

1. Montrer que pour tout 1 < p < ¢ < +o0 il existe une constante C' telle que, pour tout
Jj € Z,
(d_d
||Aju||Lq(Rd) < c2/(574) ||Aju||Lp(Rd)‘

2. Montrer que pour tout 1 < p < 400, il existe une constante C' telle que, pour tout
j€Z,
14; V| UHLP(Rd) <C? HAjuHLp(Rd) .

Exercice 8. Soient N> d>1et1<p<qg< 400 tels que

0 := (;—; — g) €]0, 1].

On souhaite montrer qu'’il existe une constante C' telle que, pour tout u € W1?(R9),
1-0 0
||UHLq(Rd) <C HUHLP(Rd) ||vu||Lp(Rd) :

(Noter que 'on retrouve le résultat de l'exercice 6.)

Vérifier que l'inégalité est invariante par homothétie (u(z) — Au(z)) et changement
d’échelles (u(z) — u(Az)). En déduire que l'on peut supposer que ||ul| ey = 1 =
IVull o (ray- En écrivant u sous la forme 3, ;) Aju, conclure en utilisant les inégalités de

la question précédente.

18.2 Le probléme de Dirichlet dans un demi-espace

On considére le probléme de Dirichlet associé a une donnée non nulle sur le bord,
div(yVu) = F' dans €, ulon = f,

ol 7 est une fonction C'>° minorée par une constante strictement positive. On se propose

de résoudre ce probléme dans le demi-espace
Q={r=(y) eR"xR:y<0}.
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1) Rappelons que 'inégalité de Poincaré n’est vraie que dans un domaine € inclus dans
une bande de largeur finie ; en particulier pour un domaine borné. Pour étudier le probléme
de Dirichlet dans un demi-espace, on commence par prouver une inégalité analogue a celle

de Poincaré dans ce contexte.

Soit ¢ > 1. Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que

// V2 w2, y)|Pda’ dy < C

pour tout u € C3°(Q2)

u

0 ") dx' dy

Indication : pour u € C§°(§2) on a u(z',y) = — fyo g—;(x’, t)dt.

2) On considérera dans ce qui suit la norme

N =

N(w) = (1K)~ ullfa@ + V0l )

et on notera H'Y(Q)) 'adhérence de C5°(€2) pour cette norme.

Montrer que pour tout o > 1, il existe une constante C' > 0 telle que

)2l ) et dy < 0 [ |24 |
Q Q dy

pour tout u € H*(Q).

dz’ dy,

3) On considére maintenant la forme

(u,v)) = (Vu,’yV'u)LQ(Q).

Montrer les propriétés suivantes :
1. La quantité ((u,v)) est un produit scalaire sur 'espace H>((Q).
2. Muni de ce produit scalaire Pespace H'°(Q) est un espace de Hilbert.
3. Sur H°(Q) les normes N (u) et ((u,u))2 sont équivalentes.
On déduit de ci-dessus que C§°(€2) est dense dans I'espace H(2) pour la norme ((-, NEs

Son dual est donc un espace de distributions et le lemme de représentation des formes

linéaires sur un Hilbert implique que

Ve (HY(Q) FNue HOQ): f(v) = ((v,u), Yo HOQ).
Considérons maintenant ¢» € H'(Q). Déduire qu'il existe un unique u € H'°(Q) tel que
// YWVu - Vodr' dy = // YV - Vodd' dy Yo e HO(Q).

Q Q
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4) Rappelons la notation (&) = (1+|€]*)"/2. Etant donné y < 0, considérons le multipli-
cateur de Fourier e¥'P=). Par définition c’est I'opérateur définit par e¥(P=) = F=1(e¥© F.),

c’est-a-dire

— ~

evD:) (&) = e f(€).
9.

Notons que cet opérateur est bien défini sur L*(R

Soit ¢ € H2(R?) et x € C*°(R) vérifiant y(y) = 1si y > —3 et x(y) = 0 pour y < —1.
Montrer que la fonction ¢ définie par

(' y) = x(y) (") (),

vérifie les propriétés suivantes :
1. ﬁ|y:0 = wv
2. Y =0sur {(z,y) : y < -1},
3 Yl < Cllll g gay:

5) Nous avons vu qu'’il existe un unique v € H*(Q) tel que

// YWVu - Vodr' dy = // AV - Voda'dy Vo € HY(Q).

Q Q

Si v € C§°(Q) on en déduit qu'’il existe une unique solution faible u € H%(Q) de
div(yVu) = —div(yV).

Montrer que

IVallzan < Nl oy
Posons
¢p=u+1
Alors ¢ résout le probléme
(*) div(yVe) =0, log =9

Montrer que la solution du probléme () construite par cette procédure ne dépend pas du

choix du relevement 1 choisi pourvu que celui-ci reste borné dans H'().
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Chapitre 19

Problémes d’Analyse harmonique

19.1 Inégalité d’interpolation de Riesz—Thorin

Nous allons démontrer le théoréme de Riesz—Thorin. On utilisera les trois résultats élé-

mentaires rappelés ici.

1) Densité des fonctions simples. Soit (€2, ) un espace mesuré o-fini. Alors ’ensemble
des combinaisons linéaires finies ) | a;14; ol les o; sont des nombres complexes et les A;
sont des parties mesurables de 2 de mesure finie, est dense dans I’espace LP(£2, i) pour
tout p € [1, +o0.

2) Représentation de la norme par dualité. Soit (€2, ) un espace mesuré o-fini.
Alors, pour tout g € [1,+00] et tout f € LI(2, u) on a

1 1 1
1], = sup ( / fg) ol
geL? HQHLQ’ q (g

En outre, on peut limiter le supremum ci-dessus aux fonctions simples.

3) Principe du maximum pour les fonctions holomorphes. Soit {2 un ouvert
connexe borné du plan complexe. Si f est holomorphe sur 2 et continue sur Q, alors
supg, | f| = supyq | f|- En outre, le maximum de |f| ne peut étre atteint qu’en un point de

0f) sauf si f est constante dans €.
*** Le lemme des trois droites ***

Soit S = {x+ iy : x € [0,1],y € R} C C une bande du plan complexe, et soit p: S — C

une fonction continue et bornée, qui est de plus holomorphe dans I'intérieur de S.
1) On veut montrer que supg || = supyg ||

a) Traiter le cas o o a pour limite 0 & U'infini.
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b) Soit § > 0 et zg € S tel que |p(29)| > (1 — 0) supg |¢|. En appliquant le résultat du a)
a la fonction 1h.(z) = e2>=20)*o(2), montrer que,

sup || = e7*(1 — 0) sup |¢],

oS S
pour tout € > 0, et conclure.

2) Pour 0 € [0,1], on veut estimer My := sup,cg |©(0 + iy)| en fonction de My et M;. En
appliquant le résultat précédent a la fonction ¢(z) = e *p(2) (A est un réel a choisir),

montrer que, pour tout 6 € [0, 1],
My < MPMI.
Ce résultat s’appelle le lemme des trois droites.

*** Théoréme de Riesz—Thorin ***

La question est de démontrer le Riesz—Thorin, dont on rappelle I’énoncé. Soit (€2, i) et
(A,v) deux espace mesurés o-finis, et considérons quatre exposants 1 < pg, p1, o, (1 <
+00. Soit T une application linéaire continue de LP°(Q2) + LP*(§2) dans L% (A) + L9 (A).
Alors, pour tout 6 €]0, 1],

1-0 0
1Tl oo~ pa0 < NN oo pao 1T o1 S pan

ol
1_1—0 0 1 1—-60 0

)

Do Do D1 de qo qi

1) Traiter le cas ou pg = +oc.

2) On suppose maintenant que py # +00. Posons

1—2 z 1—=2 z
a(z) = py _|__>, B(z q'( ))
(=) (po P1 (=)= o a0 q

et, pour f et g fonctions simples, posons

L R

Montrer que la fonction
Pz /(sz)gz dz,
est bien définie et est holomorphe sur la bande S, et continue sur S.

2) En appliquant le lemme des trois droites, en déduire que

’/(Tf)g dx

1-6 0
< NN zro— oo 1T M pos s o [1F1l o 1G] o

3) Conclure.
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19.2 Lemme de Van der Corput et applications

Exercice 9. On s’intéresse au comportement, lorsque le parameétre A\ tend vers 400, des

intégrales oscillantes
b
Lo = [ da,

ol (a,b) € R? et la phase ¢ € C?*(R) est une fonction a valeurs réelles.

Nous considérerons d’abord le cas d’une phase non-stationnaire (telle que ¢’ ne s’annule
pas sur [a,b]). L’argument d’intégration par parties que I'on utilisera est valable en toute
dimension. Il donne ici une décroissance en l'inverse de A X (1+b—a). On montrera ensuite
des estimations fines, indépendantes de la longueur b — a, qui elles sont spécifiques a la

dimension 1. Ces estimations sont connues sous le nom de lemme de Van der Corput.

1) Supposons qu’il existe deux constantes ¢, C' > 0 telles que,
Vo € [a,0], [¢'(z)]=c et [¢"(z)] < C.

En utilisant la relation 1 4
X _ @ ing
© TN dr ol

montrer que, pour tout A > 0, on a

1 /2 Cb—a)
I M- -4+——).
sl < 5 (24 222

2) Montrer que pour tout (a,b) € R? pour tout A > 0 et pour toute phase ¢ € C%*(R)

telle que ¢’ est monotone et ne s’annule pas sur [a, b],
4 1
infocozy ¢/ ()| A

(On pourra utiliser que [ |(f(g(z))'| de = | [(f(g9(z))) dz| si f et g sont deux fonctions

monotones.)

[Hapg(A)] <

3) Montrer que, pour tout (a,b) € R?, tout A > 0 et toute phase ¢ € C?*(R) vérifiant

¢" > 1 sur [a,b], on a
10
Haps (NI < 3775

(On pourra utiliser que {z € [a,b] : |¢/(z)] < A7Y/2} est un intervalle de longueur au plus
égale a 2)\71/2))

Exercice 10. 1) Soit v € C'(R) une fonction a valeurs réelles ou complexes. Montrer

que

b b
|0 e = 60 L) [ ) ooV
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2) En déduire que, pour tout (a,b) € R?, tout A > 0, toute phase telle que ¢” > 1 sur

[a, b], et tout ¥ € C*(R),
b
< sz (1001 + [ W as).

3) (Application) Montrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout ¢ € R et pour
tout R > 0,

b
/ @) (1) da

a

R
'/ e/ ¢ 7112 dg ‘ <c.

-R

Exercice 11. Le but de cet exercice est de démontrer I'inégalité

/!Dz|_1/4e”agg(t,x)dt
R

<C HgHL4/3L1 :
L2 o

Afin de simplifier, on pourra supposer que g € S(R x R) et que sa transformée de Fourier

9(s, &) par rapport a x est supportée dans un compact A C R indépendant de s .

1) Montrer qu’il suffit de démontrer que

R

<C HgHL‘;/fiLtl :
LAL®

2) Montrer que

/ 1D, |V el t% (s, 2) ds = //K(S —t,x —y)g(s,y) dyds,
R

avec

K(t,z) = / HEEHED ¢ 12 g
A

3) Conclure en utilisant 1’exercice 10 et le théoréme de Hardy-Littlewood—Sobolev.

4) Montrer que 'inégalité que 'on a démontrée implique que la solution u = u(t, z) de
i0u + 0%u = 0, u—o = up € S(R),
vérifie

(+) lull e < C || 192l

2

5) En utilisant 'argument 7T7*, déduire I'estimation (*) & partir de 'estimation donnée

a la question 1.

5) Comparer cette estimation avec celle obtenue par estimation d’énergie.
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Solution : Lemme de Van der Corput

On s’intéresse au comportement, lorsque le parameétre A tend vers 400, des intégrales

b
/ ei)“z’(”")gb(x) dz,

ot (a,b) € R?, ¢ € C?*(R) est une fonction a valeurs réelles et 1) € C'(R) est une fonction
a valeurs complexes. On appelle ¢ la phase, et ¢ Pamplitude. Des intEgrales de cette
forme (intEgrale du produit d’une amplitude par I’exponentielle d’une phase imaginaire)

sont appelEes intEgrales oscillantes.

On va montrer des estimations fines, indépendantes de la longueur b — a, qui sont spéci-
fiques a la dimension 1. Ces estimations sont connues sous le nom de lemme de Van der
Corput. On montrera en particulier le résultat suivant, qui couvre le cas ou la phase a
un point critique. (Dans la suite, on fera toujours I’hypothEse implicite que la phase est

1 valeurs rEelles. Noter que I'on peut en dEduire des rEsultats pour Im ¢ > 0.)

Proposition 19.1. Pour tout (a,b) € R?, tout X > 0, toute phase ¢ € C*(R) telle que
@" > 1 sur [a,b], et toute amplitude 1) € C*(R),

[ el < 35 (wor+ [ ).

a

Phase non-stationnaire

Afin de bien comprendre la portée de cet énoncé ainsi que le principe de sa démonstration,
nous allons montrer un certain nombre de résultats sur les estimations d’intégrales oscil-
lantes. En particulier nous commencons par estimer 'intégrale de ’exponentielle d’une

phase qui n’a pas de point critique.

Lemme 19.2. Pour tout (a,b) € R? et pour toute phase ¢ € C?*(R) telle que ¢’ ne
s’annule pas sur [a,b], on a
b .
/ @) dr

c= inf |¢(x)], C= sup |¢"(x)].

a<z<b a<z<b

S n C(bc2— (I)

Y

2
c

avec

Démonstration. En utilisant 'identité

o 1.d
o __ id
‘ _de(e )
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et en intégrant par parties, on trouve que

b (b ip(a b
/ei¢(x)dx:€¢()_e¢()_l/i L\ o) gy
a i¢/(b) i¢/(a) i), dz \¢'(x) ’

et donc, comme ¢ est a valeurs réelles (noter que Im ¢ > 0 suffirait),
1

b 1 bl g 1
i¢(z) g — dx.
/a o §|¢f<b>|+|¢'<a>|+/a d (czf(x))‘ v

Le résultat s’en déduit directement. O

(19.2.1)

L’argument d’intégration par parties que l'on vient d’utiliser s’applique en fait en toute
dimension. En dimension 1, on peut montrer une estimation trés précise en exploitant une

propriété de monotonie.

Lemme 19.3. Pour tout (a,b) € R?, pour toute phase ¢ € C*(R) telle que ¢' est crois-
sante et ne s’annule pas sur |a, b,

b
/ @) dr <

Démonstration. La croissance de ¢’ implique que

iz (o) = ()

En reportant cette identité dans (19.2.1), on en déduit la majoration

3
inf,<o<p |¢'(2)]

/b @ dg| < ! + ! + L1 :
a ~ @) e ¢'a)  ¢'(b)
On en déduit I'estimation désirée (noter que si ¢'(a) > 0 alors ¢'(b) > 0). O

Phase stationnaire

Le lemmes précédents concernent le cas de phases sans point critique (par exemple ¢(z) =

x). Nous allons maintenant considérer le cas de phases dont les dérivées peuvent s’annuler

k

(par exemple ¢(x) = " avec un entier k > 2).

Lemme 19.4. Pour tout (a,b) € R? et pour toute phase ¢ € C*(R) telle que ¢" ne

s’annule pas sur [a,b], on a
b
/ i) o
a

S . 8 77 .
Vinfacacy [0 ()]
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Démonstration. 11 suffit de traiter le cas ¢ > 0 sur [a,b], le cas ¢” < 0 sur [a,b] s’en

dEduit directement en écrivant ¢ = e,

Pour a > 0, introduisons 1’ensemble
Jo =4z € [a,b] : |¢/(x)] < a}.

Par hypotheése, ¢ est strictement croissante et continue sur [a, b], et donc J, est un inter-

valle fermé (éventuellement vide) que I'on notera J, = [aq, bs]. Décomposons 'intégrale

b aa ba b
/ @) dy = / @ dy + / @ dy 4 / @ gz
a a [e7% ba

Comme ¢ est strictement croissante sur [a, b, le lemme 19.3 implique que

/ ) dr <

De méme, le module de la derniére intégrale est majoré par 3/a. L’intégrale sur [a,, by

selon

3

infocr<a, [¢/(2)]

3
<2,
(6]

est plus petite que b, — a,, que 'on majore en écrivant que

200 > ¢/ (ba) — #'(a0) = ¢"(x) dz,

ce qui implique

b < 2a
—Q — .
@ ¢ = iIlfanSb gf)"(l’)

On a donc montré que, pour tout o > 0,

b
, 6 2
/ o) gl <8y 2
“ a infic.<p @ ()
On conclut en appliquant cette inégalité avec a = \/inf,<,<p ¢" (). O

On peut généraliser le résultat précédent.

Lemme 19.5. Considérons un entier k > 2. Pour tout (a,b) € R? et pour toute phase

¢ € C*R) telle que ¢ ne s’annule pas sur [a,b], on a

b -
/ @) dr

Démonstration. Le résultat est vrai pour k& = 2 d’apres le lemme 19.4. Nous allons en

Sk
1/k"
(infusoss |60 ()] )

<

déduire le résultat pour tout & > 2 par récurrence, en adaptant la démonstration du

lemme 19.4. Ainsi nous introduisons, pour a > 0 et k > 3,

Jo :={z € [a,b]: ‘¢(k_1)(a:)’ < a}.
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C’est un intervalle fermé, noté [a,, b,]. L’hypothése de récurrence implique que

[ b
/ Gi0(@) g / 0@ g
a ba

L’intégrale sur [a,, b,| est plus petite que b, — a,, que 'on majore par

3k71

+ < 2a1/(k—1)'

b < 2a
o — Qo > 7 .
inf,<,<p ‘¢(k) (z)]

On a donc montré que, pour tout a > 0,

b .
/ @) dr

On conclut en appliquant cette inégalité avec oo = (infagxgb |qb(k)(:v) })(k_l)/k. O

3k—1 2a

<2 :
- T ql/(k=1) * info<p<p [0 (2)]

Nous alons maintenant démontrer un résultat plus fort que la Proposition 19.1 (qui s’en

déduit en appliquant 'estimation suivante avec k = 2 et p = A¢).

Proposition 19.6. Soit k > 2. Pour tout (a,b) € R?, toute phase ¢ € C*(R) telle que
©*) ne s’annule pas sur [a,b] et toute amplitude ¢ € C*(R),

/a bew(mw(x) dx| < (mem |?:<k>(:c))1/k <|¢(b)|+ /a b\w’(a:)| dx).

Démonstration. D’aprés le lemme 19.5, pour tout = € [a, b], on a

/w () g

Ce qui implique I'estimation désirée grace a l'identité

/a b e?p(z) dx = 1) (b) / " giel® g / wa) ( / " il ds) iz,

qui se démontre par intégration par parties. L]

3k

. 1k
(infasscs [o®(2)] )

<

Si on utilise le lemme 19.3 au lieu du lemme 19.5 dans la démonstration précédente, on

obtient ’estimation correspondant a k = 1.

Proposition 19.7. Pour tout (a,b) € R?, toute phase p € C*(R) telle que ' est mono-

tone et ne s’annule pas sur [a,b] et toute amplitude 1p € C'(R),

< o (Mo [ W),
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Solution : une estimation de Kenig, Ponce et Vega

Nous allons démontrer le résultat suivant de C. Kenig, G. Ponce et L. Vega.

Proposition 19.8. I existe une constante C' telle que, pour tout t € R, tout x € R* et
tout R > 0,

R
‘/ o (@E+tE?) |§’|*1/2 df‘ < C’|x|71/2.
-R

Démonstration. Déja I'intégrale est bien définie car € \_1/ 2 est intégrable au voisinage de

I'origine. Pour 'estimer, nous faisons le changement de variables n = £, qui donne

" i(@€+tE2) | ¢|—1/2 |x|1/2 g i(n+mn?) |,,|—1/2
€ § dg| = — | ¢ T n| dn,
-R

—p

avec T = t/x? et p = xR. Il nous suffit donc de montrer qu’il existe C' > 0 telle que, pour
tout p € Ret tout 7 € R, on a

p .
|](p7 7')| — '/ 61(77-‘1-7'772) |n|_1/2 dn' S C.
—p

Comme I(p,7) = I(p, —7), on note que 'on peut sans perdre de généralité supposer que

7 > 0 . Aussi, on peut toujours supposer p > 0.

Pour traiter la singularité a l'origine de ’amplitude, introduisons une fonction plateau
X € C5°(R) telle que

0<x<1, x(m=1sizel[-1,1], x(n)=0sin¢[-22]

Puisque x(n) [n]™"/* € L*(R) il suffit pour conclure d’estimer
g i(n4+1n?) -1/2
e (L =x(m)Inl~"" dn|.
—p
Posons
pm) =n+n%  Wn) = (1—xm) "

La discussion s’organise alors en fonction de I'annulation de la dérivée de la phase : nous

dEcomposons l'intervalle d’intégration en trois intervalles (éventuellement vides),

Li:={ne€[-pp]: 1+7n<-1/2},
L:={nel[-pp : —1/2<1+71n<1/2},
Iy:={n€[-pp] : 1+ >1/2}.
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La raison de ce découpage est que sur [; et sur I3 la phase ¢ est strictement croissante et

ne s’annule pas, donc la proposition 19.7 implique que

p

/ e Ty () dn' <6 (W(SUP I3)| + | (sup 1) + 2/
IUI3

—p

Wmﬂm)

Comme 0 < ¢ < 1 et que )’ € LY(R), on vérifie que le membre de droite est uniformément

borné.

Il reste & estimer 'intégrale sur I5. Pour cela, récrivons l'intégrale sous la forme
2 )

, 1—
71/ / girerity LX) Xl(/Z» di.
Iz l

Comme sur I, on a |tn| > 1/2, on en déduit,

/ ei(??+7772)¢(77) d’l’]' S 27_1/2

Iz

/?M“ﬂu—mmwﬂ.

1P
Ainsi, la proposition 19.6 appliquée sur 'intervalle I, implique que

p

/QMHﬂwmmﬂsm(m—x@mmn+/

Iy —p

)] dn).

Ce qui conclut la démonstration. n
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Chapitre 20

Problémes sur la continuité des

opérateurs pseudo-différentiels

20.1 Continuité sur les espaces de Holder

On notera C, Cy, C, 3, . . . des constantes absolues (ou C,, dépend du multi-indice a...) qui

ne dépendent ni des symboles, ni des inconnues.

Le but de ce probléme est d’étudier ’action d’un opérateur pseudo-différentiel

e [ @ ple e de.

Op(p)u(z) =
sur les espaces de Holder C%"(R™) avec r €]0, 1].
* * x Préliminaire * * x

Fixons M > 0. Soit ¢(x, §) une fonction C* sur R” xR", & support dans {(z,§) : [¢| < 3}.
On suppose que, pour tout § € N" tel que || < 5 +2, on a

V(z,6) eR" xR",  |0¢q(z,&)| < M.

1. Introduisons Q(z,z) = (ZW)_”/ e#tq(x,€)d¢. En utilisant la relation Oge*€ =

n

ize*¢ montrer que, pour pour o € N, on peut écrire la fonction z — 2°Q(x, 2)

sous la forme d’une transformée de Fourier d’'une fonction que 'on précisera.

2. En déduire que, pour tout |a| < (n/2) + 2, il existe une constante C,, telle que
/|z|2a 1Oz, 2)P d= < CuM2.
Puis en déduire que [ |Q(z,2)| dz2 < CM.
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3. Soit f € S(R™). Montrer que Op(q / Q(z,z — y) f(y) dy puis en déduire
10p(@) fll e < CM || fl o -
x % * Théoréme de Stein * x x

Considérons un symbole p = p(z,£) qui est C* sur R" x R" et tel que

Y(z,€) € R" x R™,

0L p(w,6)| < Copl1+ 1)

Nous avons montré en cours que Op(p) est borné de L*(R™) dans L*(R™) Nous allons
montrer dans ce probléme que Op(p) est borné¢ de C%"(R") dans lui-méme pour tout
r €0, 1].

On rappelle que les espaces de Holder peuvent étre étudiés a l'aide de la décomposition
de Littlewood-Paley. Pour fixer les notations, rappelons qu’il existe deux fonctions xg
et x, C sur R™, a support respectivement dans la boule {|¢| < 1} et dans la couronne
{1/3 < |&] < 3} et telles que :

VEER",  xol¢ +Zx e =1

Introduisons

“1(2,8) = p(x,)x0(§), pji(x, &) =p(x,§)x(277¢) pour j € N.

1. Montrer qu’il existe M > 0 telle que, pour tout g € N vérifiant |3] < (n/2) +2, on

a

| p-1(z,§) ‘
|@§pj 2,8)| < M2‘J|B‘ (Vj € N).

2. Montrer que
10p(P-1) fll o < C Il oo -

3. Soit @ = a(z,€) un symbole et A € Rf. Posons b(z,§) =a <§,)\§> Notons H,

I'application qui a la fonction u = u(x) associe
(Hyu)(x) = u(Az).

Montrer que Op(a) = Hy o Op(b) o H, ' et en déduire que, si Op(b) est borné de L>

dans L, alors Op(a) l'est également et ils ont alors la méme norme.
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4. Pour tout j € N, montrer que I’on peut choisir \; de sorte que p;(z,§) = pj()\j_lx, Ai€)
soit a support dans {(z,§) : [£| < 3}. En déduire que

10p(®;) fll 1o < C NI fll e -

5. Introduisons f_1 = xo(D.)f et fr = x(27%D,)f pour k > 0. Montrer que

Op(p))f = Y Op(p;)fe-

li—k|<3

6. Montrer qu’il existe C' > 0 telle que pour tout j € N et tout f € S(R"™), on ait

10Dl e < ClIf loor 277

7. Soit v € N™ vérifiant || < 1. Montrer que pour tout j € NU{—1}, on a

93 Op(p;) = Op(g;) ou  g;(z,&) = ((1€ + 8x)p;) (2, €).

En répétant les étapes précédentes, montrer que
107 Op(0;) f 1l e < Ca20*7 || £l o -
8. (*) Soit (f;) une suite de fonctions C*(R") qui vérifient
102 il oo < M2702=) pour tout |af < 1.

Montrer que f =Y f; appartient a C%"(R"™) et que sa norme est bornée par C'M.

9. Conclure : Op(p) est borné de C°%"(R™) dans lui-méme pour tout r €]0,1[. Que
peut-on dire pour r =07

* * x Relation entre L™ et C0 x x x

i) Montrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout € €]0, 1 et toute fonction

[ appartenant a l’espace de Holder C%¢(R™), on ait

¢ [/ llco.
fllreo < —\|fllcolog | e+ ——7— | -
H HL c H HC* ( HfHCQ

Indication : utiliser la décomposition de Littlewood-Paley et, pour N € N a choisir,
écrire que

Il < D0 1Al + D 1Al

g<N-1 >N
ii) Considérons la distribution

oo
194
U= E e’

q=0
Montrer que u € C? \ L*™.
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20.2 Continuité sur les espaces de Sobolev uniformé-

ment locaux

Exercice 1 : espace L? uniformément local

1. Soit ¢ € C§°(R™) une fonction a valeurs dans R et qui vaut 1 sur le cube [-1/2,1/2]".
En utilisant la fonction

hz) =Y bl —k),

keZm™

montrer qu’il existe une fonction y € C3°(R") telle que,

Vo € R", Zx(:c—k):l.

kezr
Etant donné k € Z™ on notera yy la fonction yx(z) = x(z — k).

2. On note L} (R™) l'espace des fonctions localement L?. Par définition, 'espace L2

uniformément local, noté L?,(R™), est 'espace des fonctions u € L2 _(R") telles que

[ul| 2, := sup [[xpullL2@n) < +o0,
kezn

ou Y est définie & la question précédente.

a) Montrer que L?;(R™) (muni de cette norme) est un espace de Banach.

b) Donner des exemples de fonctions qui appartiennent a L% (R") et qui n’appar-
tiennent pas a L*(R™).

c¢) Donner un exemple d’espace de fonctions régulieres qui est dense dans L?;(R").

Donner un exemple d’espace de fonctions réguliéres qui n’est pas dense dans
Ly (R™).
Exercice 2 : continuité sur ’espace L? uniformément local
Considérons un symbole p € S°, c’est-a-dire une fonction p € C°(R" x R") telle que
020 p(,€)] < Cap(1+ €)1 Va, €N, V(z,6) €R" x R".
On souhaite montrer qu'il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout u € L%, (R"),
(202.1) | Op(p)ulzz, < Cllullzs,

Par soucis de simplicité, afin de pouvoir justifier facilement les calculs faits sur des inté-

grales, nous supposerons que u € S(R") et que p € C3°(R™ x R™). En particulier, dans ce
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cas on sait que Op(u) appartient a la classe de Schwartz S(R™). Le but est de démontrer
I'estimation (20.2.1), o la constante C' ne dépend que des semi-normes My (p) de p dans

SY ot rappelons que My (p) est définie par

My(p)= sup (14 [¢)?aealp(z, €)|.
laf+]8l< N () ER XR™

Pour cela on fixe k € N et on cherche & estimer y; Op(u). Nous utiliserons la notation

|z|, = maxi<j<, |z;|. L’idée est de d’utiliser la décomposition

XkOp(p)u=A+ > By,

lk—qloo>3
ou
A= > xxOp()xgts  Brg = xxOp(p)xqtt-
lk—gloo<2
On notera Cy, £ = 1,...,6, des constantes qui ne dépendent que des semi-normes de p

dans S° et qui ne dépendent pas de k .

1. Montrer que [|Al|z2 < Chi[uf|z2,.
2. Rappelons la notation (¢) = (1 + |¢[*)*/2. On souhaite montrer que

Cy

(20.2.2) | Brgllz2 < WHUHL;-

a) Montrer que || By g|[r2 < Cs|[ By gl et que

By () = / K (2, 5)Xg(w)u(y) dy

ou

K(z,y) = Xk(ézf)Z(y) /n ei(xiy)'ép(x,f) d¢

pour une certaine fonction x € C3°(R™) vérifiant Y = 1 sur le support de x.
b) Montrer que 'on peut faire une hypothése supplémentaire sur x et que I'on peut

choisir X de sorte que sur le support de xx(x)x,(y) on a
|2 — Y|ow > 0k — ¢ls avec > 0.

c¢) En déduire que

Cy

T gl V(@) R xR,

K| <

puis montrer que

Cs

|Brg(2)] < WHXWHLQ-

d) En déduire I'inégalité (20.2.2).
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3. Démontrer le résultat souhaité : il existe une constante Cg > 0 telle que
10p(p)ullrz, < Cllullrz,,

pour tout u € S(R™).

Exercice 3 : un opérateur non borné sur L?

Soit x € C{°(R) telle que
suppx C{§ €R, 272 < g <2'2}, x(©) =1 sizV < g <2t
Posons
Zexp —i272)x(2779€).
1. Montrer que a € C*(R?) Verlﬁe
1050¢a(x,€)| < Cap(1+ €)1 Va, 5 € N?, V(z,€) € R,

Est-ce que a appartient a S° ou a C{°(R?)?
2. Soit fy une fonction de la classe de Schwartz dont la transformée de Fourier ﬁ) est

a support dans 'intervalle [—1/2,1/2]. Pour N € N on pose

Z —exp(i2iz) fo(x).

2

En utilisant la formule de Plancherel, montrer que

N
Il = (D2072) Ifollie <
j=2

3. Montrer que

4. Conclure.

Complément : généralisation de ’exercice 2 aux espaces de Sobolev

uniformément locaux

Soit s € R. Par définition 'espace de Sobolev uniformément local d’ordre s, noté H,(R?),

est 'espace des distributions v € Hj (R"™) telles que

loc

H3, += Sup || Xkt gs(rn) < +00,
kezn
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ol Y est comme définie précédemment. Ces espaces ont été introduits par Kato.

Considérons un symbole p € S™, c’est-a-dire une fonction p € C*°(R™ x R™) telle que
050 p(w, )| < Cap(1+ €)™ Va, B € N", V(z,§) € R" x R™.
On souhaite montrer que, pour tout s € R, il existe une constante C' > 0 telle que

1 Op(p)ullms, < Clul

Al
pour tout u € S(R™), ot C' ne dépend que de semi-normes de p dans S™.

Pour cela on procéde comme a l’exercice précédent : on introduit la décomposition yj Op(u) =
A+ B et on commence par estimer A. Pour estimer B, on montrera ici la propriété sui-

vante : pour tout multi-indice o € N,

Ca

107 Brgllr2 < Ti— gt

(s

Complément :
— Soit m € N. Montrer que W">(R") C H}(R").
— Soit s tel que n/2 < s < n/2+ 1. Montrer que HZ (R") C C%*~/2(R").
— Soit 0 < a < o < 1. Montrer que C%*(R™) C H%(R").
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Chapitre 21

Problémes sur les applications du calcul

symbolique

21.1 Factorisation d’une équation elliptique

Fixons n > 1. Dans cet exercice on considére deux variables, z € R" et z € [0, 1], qui
jouent des roles bien distincts. Par comparaison avec 1’étude des équations d’évolution
hyperboliques, disons que la variable z joue le role d’une variable de temps (c’est-a-
dire le role d’un parameétre). Pour éviter les confusions, nous noterons, dans cet exercice

uniquement, V, le gradient par rapport a x et A,u = Z?Zl iju.

Considérons une fonction n = n(z), C* et bornée ainsi que toutes ses dérivées sur R".

On note
1 2 Ay

o = ) = - Ve, = )
T O TR e T T T v

et on considére 'opérateur
P(n) = 0>+ al, + B-V,0. —0..
Le but de cet exercice est de factoriser P(n). Par exemple, si n =0, on a
P(0) = 02+ Ay = (9 — |Da])(0: + D),

ou |D,| est le multiplicateur de Fourier de symbole |¢].

Question préliminaire. Pour m € R, on note 5™ (R") la classe des fonctions a = a(x, £),

qui sont O sur R} x (R \ {0}), telles que pour tout multi-indices a, 8 dans N" on a

Sup sup {(1 + |€|)—m+\ﬁl‘a§8§a(9ﬁ,§)‘} < +00.

z€R™ [¢[>1
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La seule différence par rapport a la classe S™(R™) étudiée en cours est que le sup en & est
pris sur Uensemble {|¢| > 1} au lieu de R™. Introduisons une fonction xy = x(§), C™ et

telle que
x@)=1 si [{|>2, x(§=0 si [f]<L

a) Soit a € S™(R™), montrer que xa = x(£)a(z, £) appartient a la classe S™(R™). Montrer
que (x% — x)a appartient & S~*(R") pour tout k > 0.

On note Op(a) Vopérateur défini par
Op(a) = Op(ax).
b) Montrer que si a € S™(R") et b € 5™ (R"), alors
Op(a)Op(b) = Op(ab) + L1,

ou L_; est d’ordre m +m’ — 1 (rappel : on dit qu'un opérateur est d’ordre m € R s’il est
borné de H*(R"™) dans H*~™(R"™) pour tout u € R). De méme, montrer que

Op(a)Op(b) = Op (ab + %(3561)(83017)) + L,

ol L_5 est d’ordre m +m’ — 2.
1. Considérons deux symboles a = a(z,§), A = A(z, &) vérifiant

a=a"+a® ou a®eSURY et a® e SR,
A=AV 1+ A® on AW e SYR™) et A € SORM),

et tels que

” a®AD 4 %Qa(l) 0, AN 1 WA 4 5040 = |§’2 :
a+A=—if-&E+7.
Posons

Ry = aA, — Op(a)Op(A),

Ry = Op(a) + Op(A) + 3 -V, — 7.
Montrer que Ry est d’ordre 0.
Montrer que R; est régularisant (d’ordre —m pour tout m > 0).
2. Résoudre le systéme suivant par un calcul :

{ (2, AW (x,€) = —ala) ¢,

aV(x,6) + A (z,€) = —iB() - €.
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Vérifier que I’on définit ainsi deux symboles qui appartiennent a S* (R™).

3. Montrer qu'il existe deux symboles a(®, A©®) appartenant a S°(R") tels que
dOAD £ aWA0 4 Lo 09 40 Zg 4@ 440 —
i

4. En combinant les résultats des questions précédentes, on obtient la proposition sui-

vante : Il existe deux symboles a = a(z,€), A = A(x, &) appartenant a S*(R"), tels que
(%) 02 + alA + - V0. — 70, = (9. — Op(a))(d: — Op(A)) + Ry + Ry0.,

ou Ry est un opérateur d’ordre 0 et R est régularisant.

Etant donné k € N, expliquer comment obtenir une factorisation similaire avec un reste

Ry d’ordre —k.

21.2 Reégularité parabolique

Le but de ce probléme est d’étudier une équation d’évolution parabolique, dont ’exemple
le plus simple est 'EDP

Oyw + | Dy w = 0,
avec t € [0, +oo[, z € R™.

1. Calculer la solution a l’aide de la transformée de Fourier puis montrer que
2 ! L 2 2
vt € [0,+00[, [Jw(t)||7. + i [ 1D2]? w(s)||}. ds < K [Jw(0)] -

Le but des questions suivantes est de montrer un effet régularisant pour une équation

parabolique pseudo-différentielle. On souhaite démontrer la proposition suivante.

Proposition. Fizons T > 0 et considérons un symbole a € S*(R™) & valeurs réelles
vérifiant
Je>0/ Ve eR"VEER",  alz,€) > c(€) = c(1+ [€])2.

Supposons que w € C([0,T]; L*>(R™)) est solution du probleme de Cauchy
0w + Op(a)w = f, w(0) =0,
ou f € C°[0,T); L*(R™)). Alors, pour tout € > 0, la fonction w(T) = w|—r vérifie
w(T) € H'¢(R").
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2. Pour ¢ € [0, T}, introduisons le symbole

et(‘r? 5) = exp ((t - T)a(x, 5)) >
de sorte que er = 1 et dy(e;) = e;a. Considérons a € N” et f € N* avec o + || < 1

(pour simplifier). Montrer que, pour tout m > 0, il existe des constantes Cy,a5 telles que

Cmoc —m—
00, §)| < w1+ e

pour tout t € [0, 7], tout x € R™ et tout £ € R™.

Puis montrer que le résultat précédent est vrai pour tout multi-indices «, (3.

3. En déduire que, pour tout ¢ € [0,1], il existe une constante K. telle que, pour tout
t € [0,7T] et tout u € L*(R™) on a les inégalités

£

10p(e)ull gi-c < Tt Jull2

H(Op(atet) — Op(er) OP(“))UHHFE < (T;K# ||“||L2 .

4. Vérifier que

w(T) = [ (Op(@ie)) = Op(e) Opta))wit) d + [ Opter) (01

En déduire que w(T) € H'™¢(R"), ce qui conclura la démonstration.

21.3 Effet régularisant pour Schrodinger et d’Airy

Soit n > 1. On note L*(R") l'espace des fonctions a valeurs complexes et de carré inté-

grable, muni du produit scalaire

(f,9) = - f(z)g(x) dz.

Etant donnés deux opérateurs A et B, on note AB l'opérateur composé et [A, B] =
AB — BA le commutateur de A et B.

Soit m € N. Considérons un symbole a € S™(R") et posons A = Op(a). On note A*

I’adjoint de A et on suppose que A — A* est un opérateur d’ordre 0, de sorte que

(21.3.1) Vie H"R"), |Af = A fll 2@y < Ko llfll2g@n) -

On fixe un temps 7' > 0 et on considére une fonction u € C*([0, T|; H™(R")) solution de

(21.3.2) Oyu = i Au.
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On admet l'existence d’une telle solution.

1. Considérons les opérateurs suivants :
— A=A
— Ay = div(y(x)V:) on v € C°(R™;R) (ce qui signifie que v est une fonction a
valeurs réelles, C*> et bornée sur R”, ainsi que toutes ses dérivées) ;
— n=1et A3 =i0? + iV (2)0, ou V € C:°(R; R).
Ecrire ces opérateurs sous la forme A; = Op(a;) oi a; est un symbole d’ordre m; (pour

un m; & préciser). Puis vérifier que ces opérateurs vérifient ’hypothése (21.3.1).

2. Soit f,g € C'([0,T]; H) ot H est un espace de Hilbert muni du produit scalaire (-, ).
Montrer que la fonction (f, ) : t — (f(t),g(t))n est C! et que

d /df dg
0.0 = (0.00) +(50.50) |
Considérons un symbole b = b(z, &) appartenant a S°(R™). On pose B = Op(b). Montrer

que
d—i(Bu(t),u(t)) = (i[B, Alu(t), u(t)) + (Bu(t),i(A — A*)u(t)).

3. En appliquant ceci avec b = 1 montrer que & Hu(t)Hig(Rn) < Ky HU(t)Hiz(Rn), ou Ky est
définie par (21.3.1), puis qu’il existe une constante K ne dépendant que de T" et Kj telle
que

2 2
Sup ||U(t)||L2(Rn) <K ||u(0)||L2(R”) :
te[0,7

4. Soit b € S°(R™) quelconque. Posons
C =1[B, Al.

Déduire des questions précédentes qu’il existe une constante K, (ne dépendant que de
T, A, B) telle que

| (cutt) u®) e < Ko o) -

5. Supposons n = 1 et A = 92
a. Ecrire C sous la forme Op(p) + R ot p € SY(R) est un symbole dépendant de b &

calculer et R un opérateur d’ordre 0. Déduire de ce qui précede qu’il existe une constante

K3 ne dépendant que de T', A, B telle que
T
| Opu(e), ) dt < Ka )2
0

b. Choisissons

ffd 2\1/2
@6 = 5755 [ e o (O =+



Vérifier que b € S°(R) puis que Op(p) = —(z) ?A7192 on A1 =O0p ((£)7).
c. En déduire qu'il existe une constante K, (ne dépendant que de T, A) telle que
T ) 9

| oa o taten)|
0 L2(

A< I [(0) s

Montrer alors que
r 2 2
(213.3) /O ) u0) 23 gy 0 < Kot a(O)] ey

6. Supposons n = 1 et A = 92 + iV (2)9,. Soit M > 0 et considérons une fonction
croissante ¢ € C®(R;R) telle que p(z) = z si x| < M et ¢'(z) = 0 si |z| > 2M.
Posons b(z,£) = ¢(z) (indépendant de &). Ecrire C' sous la forme Op(p) + R ou R est
d’ordre 0 (attention & utiliser le calcul symbolique avec le bon ordre) et vérifier que
C' = 30.(¢'(x)0;") + R ou R est d’ordre 0. En déduire que

T M
|| oatoPasa <k [ a0 s
0 J-M R

pour une constante K ne dépendant que de T" et de M.

7. (x) Montrer que l'estimation (21.3.3) est vraie pour A = A en dimension n quelconque.

21.4 Sommes de carrés de champs de vecteurs

Avertissement : ce probléme est trés difficile.

Le but est de montrer un résultat célebre de Lars Hormander sur I'hypoellipticité de

certains sommes de carrés de champs de vecteurs.
x % x Notations * x x

On considére uniquement des fonctions a valeurs réelles définies sur un ouvert de R avec
n > 1 un entier quelconque. Etant donné s € R, on note H*(R"™) 'espace de Sobolev
d’ordre s et (D,)* le multiplicateur de Fourier de symbole (£)* = (1 + |£]*)*/2. On note
(u,v) le produit scalaire sur L*(R™), (u,v) = [5, u(z)v(x) dz. On pensera & utiliser :

— l’inégalité de Cauchy-Schwarz ;

— le fait que ||ul| ;. = (2m) ™2 |(D.)*ul) ;2 ;

— la dualité : (Au,v) = (u, A*v) et [(u,v)| < ||ul|gs ||v]| g-s pour s € R.
Etant donnés deux opérateurs A et B, on note AB le composé Ao B (donc A% = Ao A)
et [A, B] = AB — BA leur commutateur.
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On s’intéresse dans ce probléme a l'opérateur d’ordre 2

L= > X},

1<j<m

ou Xy, ..., X, sont opérateurs différentiels d’ordre 1 : pour 1 < j < m, X; est défini par

ol a;; est C* sur R" a valeurs dans R pour tout 1 < ¢ < n. Noter que l'on suppose
seulement que fonctions a; ; sont C™ (et pas C™ et bornées ainsi que leurs dérivées). Par

exemple, on souhaite étudier le cas L = 92 + 2°0; = X7 + X3 avec X; = 0, et X, = 20,

* % x Questions préliminaires x* x x

1. Montrer que I'adjoint X7 de X; vérifie X;u = —X;u + cju ot ¢; € C*°(R") est une

fonction que I'on déterminera. C’est-a-dire montrer que pour tout u,v € C§°(R"),
| Sn@rds = [ (= u@) (X)) + @) .

2. Montrer qu'’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout u € C§°(R"),

Y IXullze < €l Lullzz + C lullZ.

1<j<m
x x x Etude d’une classe d’opérateurs * x x

Fixons un ouvert V borné.

On note ¥, 'ensemble des opérateurs P € L£(L*(R™)) qui peuvent s’écrire sous la forme

Pu = ¢ Op(a) (pau)

avec
— 1,9 € C(R") et supp gy C V pour k =1,2;
— @ est un symbole appartenant & valeurs complexes appartenant a S°.
Soit £ €]0,1/2]. On note <% I'ensemble des opérateurs P € WY, tels que

3C >0/ Yu e C*(V),  |IPull < CllLullz2 + C lulza.

1. Montrer que si P, et P, appartiennent a \I/?/ alors P P € \If(‘)/ et P € \I/%.
2. Montrer que si P € <7, alors P* € <.
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3. Montrer que tout ¢ €]0,1/2], o est stable par composition a gauche ou & droite
par un pseudo de W9, : si P € & et Q € VY, alors

QP e ., PQe ..

4. Soit #; et Oy deux fonctions C*° & support compact telles que suppf, C V pour

k=1,2et #; =1 sur le support de #,. Introduisons 'opérateur S défini par
Su = 01 <Dx>71(927JL)

Montrer que X;S € ¥).. Montrer de plus que, pour tout 1 < j < n et tout € €
[0,1/2], on a
X;S € 4.

5. Soit g,0 €]0,1/2] avec § < /2. Considérons P € 4. Nous voulons montrer dans

cette question que

[vap] E%

pour tout 1 < 7 < n.
(a) Ecrire ||[X}, P]u||§{5 sous la forme ([X;, Plu, Tw) ou T' = Op(7) est un opérateur
pseudo-différentiel avec 7 € S%.

(b) Montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle que
[(PXju, Tu)| < [1XGull7z + | TP ullze + C lful fras-s -

(c) Obtenir une estimation similaire pour |(X;Pu,Tu)| et conclure.

6. On note & l'ensemble des opérateurs P € WY, tels que P € </ pour un certain
e €]0,1/2]. C’est-a-~dire P € . si et seulement si

3 €)0,1/2], 3C >0/ Yu e CX(V), ||Pul3. < C||Lull3s + Cul%s .

Soit 1 < 4,5 < m. Montrer que le commutateur [X;, X;] = X;X; — XX, est un
opérateur différentiel d’ordre 1.

Montrer que pour tout 1 < 5,k < m, on a
X, Xy|S € .
(Indication : observer que [X;, XS] € &)
* % *x Le sous-laplacien sur le groupe de Heisenberg x* x x
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Considérons le cas de la dimension d’espace n = 3. Considérons 'opérateur
L=X*+Y?

avec

X = (912 + 21’1813, Y = 8961 — 2.1'2813.
1. Soit V' un ouvert borné. Montrer que, pour tout 1 < k£ < 3,

Je €0,1/2], 3C > 0/ Yu € GF(V), 18, (5wl < C | Lullze + C llulla -

2. En déduire que pour tout compact K C R" il existe € > 0 et une constante C' > 0
telle que, pour tout u € C§°(R™) avec suppu C K,

lullfe < CllLull7> + C |lull7- .
x % x Cas général * x x

On identifie un opérateur différentiel X = >, .. a;0,,, avec le champ de vecteurs a =
(ay,...,a,): R" — R". Etant donné z € R", on note X (z) le vecteur a(x) € R™.

On considére & nouveau un opérateur général L = >, _ i<m X ]2 et on suppose qu’il existe
r € N* tel que pour tout x € R”,

veet { (1%, [Xip - [Xiy 0, X5 J@) s p <€ {1, m} } =R

(a) Montrer que cette condition est vérifiée pour les deux exemples suivants :

— n=2, X1 =0, et Xo =10,
— n =4 (on note (x,y, z,t) les coordonnées d'un point de R*). On considére les deux
champs X; = 9,, Xo = 32%0, + 20. + 0,

(b) Montrer que
(X, Xy, [ XG0, X, ] ]S €

pour tout p-uplet d’indices.

(c) Montrer que pour tout compact K C R" il existe € > 0 et une constante C' > 0 telle
que, pour tout u € C§°(R™) avec suppu C K,

2 2 2
[ullye < CllLullz2 + Cullz2 -

x x * Complément * * x
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1) On considére maintenant I'opérateur

£: Z XJZ‘FX(),

1<j<m

ou Xy, Xq,...,X,, sont m+ 1 champs comme précédemment.

Montrer qu’il existe une constante C' telle que, pour tout u € C§°(R"),

2 2 2
> IXwllze < ClLullze + C llullz.

1<i<m
On dit que P € U, appartient & &7 si et seulement si
Je €]0,1/2], 3C >0/ Yu € CC(V), ||Pull3. < ClLull3> + Clull .
Montrer que, avec S comme précédemment et P € W9,
XoS € o, [Xo,P] € 9,

et que, pour tout 0 <i,j <m, on a [X;, Xi]S € 4.

En déduire que &7, = ¥, §'il existe r € N tel que

Vect{([Xila[X@,...,[Xip,l, o) J@) s p <, i e {0,...,m}} _R"

2) On a donc montré que pour tout compact K C R" il existe € > 0 et C' > 0 tels que,
pour tout u € C§°(R") avec suppu C K,

2 2 2
[ullye < CllLull> + ClullL. -

On dit que c’est une estimation de sous-ellipticité. En utilisant cette estimation et la
structure de L, montrer que L est hypoelliptique : ce qui signifie que si u € D'(2) vérifie
Lu € C*®(w) avec w C Q alors u € C®(w).

Néanmoins, un opérateur peut vérifier une estimation de sous-ellipticité sans étre hypoel-
liptique. Considérons par exemple l'opérateur Ou = (92 — 9?)u. Alors cet opérateur n’est
pas hypoelliptique (il existe des solutions non C*° de Cu = 0) mais il vérifie 'estimation
précédente. Montrer (de fagon directe) qu’il existe une constante C' telle que pour tout
u € C°(R?),

lullz < CI0ul72 + C llullz. -
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21.5 Mesures microlocales de défaut

Avertissement : ce probléme est difficile.

Son but de démontrer la construction de mesures microlocales de défaut. Ces mesures
ont été introduites indépendamment par Patrick Gérard et Luc Tartar. Elles jouent un
role fondamentale dans de nombreux domaines. Le but de ce probléme est d’étudier la

construction de ces mesures. Pour cela nous suivons 'approche de Patrick Gérard.
x % x Notations * x x

On considére des fonctions & valeurs complexes définies sur un ouvert quelconque €2 de R?
avec d > 1. Précisément, nous considérons une suite (u,),en de fonctions appartenant a
L2

loc

() (u, appartient a L?(K) pour tout compact K C §2) qui converge faiblement vers
0 au sens ou :

n—-4o0o

VgpeLcomP(Q), /Qun(a:) (x)de — 0,

oll nous avons noté Lzomp(Q) I'espace des fonctions ¢ € L?(2) a support compact dans
Q2. Le but de ce probléme est de caractériser le défaut de convergence forte grace aux

opérateurs pseudo-différentiels.

Dans tout le probléeme x désigne une fonction a valeurs réelles telle que x € C§°(£2). Si
u € L2 (), alors xu € L*(Q) et on peut étendre yu par 0 sur R?\ Q pour obtenir une
fonction appartenant a L?(IR%). On notera toujours cette fonction yu. Cela nous permet de
définir la transformée de Fourier de yu, notée xu, ainsi que Op(a)(xu) pour tout symbole

a € S™(R?) (ot m est un nombre réel quelconque).

Etant donné¢ s € R, on note H*(R?) I'espace de Sobolev d’ordre s et (D,)® I'opérateur
pseudo-différentiel de Symbole (€)% = (1 + [¢)*)*2. On note (u,v) le produit scalaire sur

L*(R?), défini par (u,v) = [, u(z)v(z) dz. On pensera a utiliser :
— l'inégalité de Cauchy-Schwarz ;
— le fait que |[ul| s = ||[(Ds)*ul| > par définition de la norme ||-|| ;. ;
— la dualité : pour tout s > 0, (u,v) € H*(R?) x L2(R?Y) = |(u,v)| < ||ull g [|0]l -5

* % x Probléme * % %

1. Soit (uy,)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2 ().

a. Soit y € Cg°(€). Montrer que : (i) la suite (xu,) est bornée dans L?(R?); (i) la suite
(Xty,) est bornée dans L>®(R?) et (4ii) pour tout £ € R?, lim,,_, 4 Xtn(£) = 0.

b. Soit x € Cg°(2). Montrer que ||xtn| f-1/2ga) tend vers 0 quand n tend vers +oc.

293



Indication : écrire

2
Iy = [

I§I<R

(1+1€1%) 72 [Xun ()] de + / (1+ (€172 |[xun(€))” de,

EI>R
ol R est un grand parameétre.

2. Soit y € C§°(9) et soit (uy,)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L7 (Q).

a. Montrer que, pour tout symbole a € S°(R?), la suite (Op(a)(xu,), xt,) est bornée
dans C.

b. Montrer que, pour tout symbole 7 € S~(R?), on a

(Op<T> (Xun)a Xun) njoo 0.
Rappel [Inégalité de Géarding]. Soit € > 0. Considérons un symbole a € S°(R?) tel que
Rea(x,£) > ¢ pour tout (z,&) dans R?. Nous avons vu en cours I'inégalité de Garding

qui énonce qu’il existe deux constantes positives c. et C. telles que pour tout u € L*(R?),
Re(Op(a)u, u) > ¢ [|ull7> — C [[ullf-1/2

En particulier on a Re(Op(a)u,u) > —C. ||ul|3, 1/

3. Soit y € C§°(9) et soit (uy,)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L7 (Q).
Considérons un symbole a € S°(R?) tel que Rea(z,€&) > 0 pour tout (x,€) dans R
Montrer que

lim inf Re(Op(a)(xuy), xun) > 0.

n——+o0o
4. Soit a € S°(RY). On suppose que a peut s’écrire sous la forme a = ag +a_; ot a_;
appartient & S71(RY) et ag € S°(RY) vérifie Im ag = 0. Montrer que

Im(Op(a)(xun), xtn) — O.

n—-+00
5. Soit a € S°(R?). On pose M = supy, ¢)egzn |a(z,€)|. Montrer que

limsup [|Op(a) (xun) | fo(ray < MC(x) ot C(x) = limsup [[xun |l 12 (ga) -

n—-+o0o n—-+o0o

Indication : on pourra introduire une fonction x’ € C§°(Q2) telle que x'x = x ainsi que
l'opérateur B défini par Bv = M?*y?v — x Op(a)* Op(a)(xv).
6. (difficile) Considérons un compact K C Q. Introduisons :
— lensemble C% () des fonctions continues a support contenu dans K ;
— |ensemble C32(Qx S471) des fonctions C™ sur Qx S9! et a support dans K x S4!;
— Despace S%(R?) des symboles a € S°(R?) qui sont tels que a(x,€) est homogéne
en ¢ d’ordre 0 pour |¢| > 1/2 et de plus suppa C K x R
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On admet que C(Q x S%71) est séparable (i.e. il existe une partie dénombrable dense).

En déduire qu’il existe une forme linéaire continue Ag,: S%(R?) — C telle que, pour
tout a € S%(RY),
(Op(a)(xun), xun) — Agy(a).

n—-+o0o

7. Montrer que Ak, ne dépend pas de x puis démontrer le théoréme suivant.

Théoréme 21.1. Soit (u,)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2 (Q). 11
existe une sous-suite (ug(y)) et une mesure de Radon p positive sur € x S4=1 telles que le
résultat suivant est vrai : si a € S°(RY) et y € C5°(Q) vérifient :

— a est homogeéne en & d’ordre 0 pour || > 1/2,

— pour certain compact K C Q on asuppa C K x R? et x =1 sur K,
alors

(21.5.1) (Op(a)(Xuom)), xuom)) — a(z,§) du(z, §).

n—+400 Qx§d—1

Définition 21.2. On dit que p est la mesure microlocale de défaut de (ug()).

(Q) et admettant une
mesure microlocale de défaut p. Considérons un opérateur différentiel d’ordre m, P =
o <m Ga(2)07 avec aq € Cg(R%). On note p,, = > laj=m Ga()(i€)* le symbole principal
de P. Supposons que, pour tout x € C§°(Q2), la suite yP(u,) converge fortement vers 0
dans H~™(R%). En déduire que

8. Soit (un)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans Ll20c

supp 1 C {(2,€) € Q@ x S pr(x,£) = 0}
Indication : écrire HxPunHiI_m(Rd) sous la forme (Op(a)(xun), X tn).

(Q) et admet-

tant une mesure microlocale de défaut p. Considérons un opérateur différentiel d’ordre

9. (difficile) Soit (uy)nen une suite qui converge faiblement vers 0 dans L2, .

m, P=73",1<m @a(2)0] avec aq € C2°(R?). On suppose de plus que P* = P et que, pour
tout xy € C5°(2), la suite x P(u,) converge vers 0 fortement dans H'~™(R¢). Montrer que,
pour toute fonction a € C*(Q x (R?\ {0})) homogene d’ordre 1 —m en & pour [£] > 1/2

et a support compact en z, on a

| tamdegdutng =0
Qxgd-1

Indication : introduire x telle que ya = a.
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Chapitre 22

Problémes sur la théorie de De
Giorgi-Nash-Moser

22.1 Théoréme de Nash

Fixons T" > 0 et R > 0. On note Bpg la boule de centre 0 et de rayon R, et on pose
Q = [0,T] x Q. Considérons I'opérateur

L= Z Ou; (304, ")
1<j,k<n

ou les coefficients a;j, vérifient a;, = a; et aj, € L>(Bg) pour tout 1 < j.k < n. On

suppose de plus qu’il existe deux constantes A\, A > 0 telles que
AD G ) anl@g& <A Y g
1<j<n 1<j,k<n 1<j<n
pour tout & dans R” et presque tout x € Bp.

Nous avons étudié en cours la régularité des solutions de I’équation elliptique Lu = 0 et
démontré en particulier le théoréme de De Giorgi. Le but de ce probléme est de démontrer

le théoréme de Nash qui concerne les solutions u: () — R de I’équation parabolique
Oyu — Lu = 0.

Dans ce probléme on ne montrera que des estimations a prior: : on démontre des esti-
mations pour des fonctions réguliéres; 'obtention de ces estimations pour des fonctions

moins réguliéres ne sera pas demandée.

1. Soit v = v(t, z) une fonction appartenant & C*(Q). On dit que v est une sous-solution

de 0, — L si (0, — L)v <0.
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Soit x € [1,4+o00[ et v = v(t, x) une fonction positive appartenant a C*(Q). Montrer

que si v est une sous-solution de d; — L alors v" est une aussi une sous-solution.

. Considérons deux fonctions V' = (Vi,...,V,)(t,x) et W = (Wy,...,W,)(t,x). On
note (V, W) la fonction définie par

(VW) (ta)= > ap(@)V(t, z)Wi(t,z).
1<j,k<n

On note ||V|| la fonction /(V, V). Montrer que (V, W) < ||V] [|[W]].
Soit v € C?*(Q). Supposons que w € C?*(Q) s’annule au voisinage de [0,7] x Q.

Montrer que

/ w(0y — L)vdzdt = // (Vov, Vw dxdt+// woyv dx dt.

Posons g = (9,v — Lv) et considérons une fonction ¢» € C*°(Q) qui s’annule au
voisinage de [0, T] x 9. En utilisant 1'identité précédente (appliquée avec w choisie

convenablement), montrer que pour tout (77, T%) € [0, T)?,

/ /2/12 |V 0] da dt
:—2/ / YV ,0, 0V 1)) dxdt+/ /wzgvdxdt
/ /aﬂp v dxdt——/w Ty, z)do + = /w (T, x)

En déduire

/TTQ/WHvsz?dde/w%ﬂ(TQ,x) da
/ / 4Vl +8t¢)dmdt+2/ /¢gvdxdt+/¢ (T, x)

(Indication : 2zy < $2% 4 2y2.)

. Soit (T})jen et (Rj);en deux suites telles que
Ty =0, Tjs1 > Ty,  Tiq—T; = Aj T, limT; = T/2,
Ry=R, Rj1<R;, R;—Rj1=DBj%R, limR;=R/2

avec A, B > 0 deux constantes données. On pose Q; = [T}, T] x Bpg,. Noter que

Qj+1 C Q; (faire un dessin en dimension 1.)

Soit v € C%(Q) une sous-solution positive de d; — L. Montrer que

"VIU‘|L2(Qj+1) + te[SUp [v(t, ')HLQ(BRJ._H) < Cj HUHLQ(Qj) )

Tj41,T]

ot la constante C; vérifie C; < Cj% + C avec C indépendante de j.
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4. Fixons k =1+ %
— Soit R/2 < r < R et B, la boule de centre 0 et de rayon r. Soit w = w(x)
appartenant & H'(B,). On admet qu’il existe une constante v = v(R) telle que

4
||,y < Y IVawllZas,) 10l + 7 ol Fs,)

(Expliquer pourquoi si vous savez démontrer cette inégalité.)

— Montrer qu’il existe une constante ~ telle que,

: k|2 n 2 2K
VieN, 0750, <700 IVl 72, + 7 101750, »
ol
2
oj(v) = sup |v(t, ')||L2(BR.) :
te[Ty,T) ’

5. Soit v € C?(Q) une sous-solution positive de d; — L. Montrer que

10"l 32,0 < V(CF + D)ol 7, -

6. En déduire qu'’il existe K > 0 telle que, pour tout v € C?(Q) sous-solution positive
de 0, — L, on ait
[0l oo oy < K M0l 22

ott Q' = [T/2,T] x Bpys.

22.2 Fonctions propres du Laplacien

Dans tout cet exercice on ne considére que des fonctions & valeurs réelles.
Préliminaires
Soit €2 un ouvert borné dans R" avec n > 3.

1. En exploitant I'injection de Sobolev, montrer qu’il existe une constante C' > 0 telle
que, pour tout f € HJ (),

fiseea <o ([ warad) ( !f|2d:v>2/

2. Rappelons que pour toute fonction G: R — R qui est C*, bornée ainsi que sa dérivée,
et pour tout f € H' (), on a

G(f) e H'(Q) et VG(f)=C()VS.
En déduire directement que :
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(i) pour tout p €]1, o0, si f € L=®(Q) N H(Q), alors
[fIP € H'(Q) et [VIFFI=plfP VS

(ii) pour tout p € [1, 400, si f € L®(Q) N H'(Q), alors la fonction f |f|*~? appartient
aussi & H'(Q) et
V(FIP?) =@ =D VF
On admet que si de plus f € H}(Q), alors f|f|* % € H} ().
Application aux fonctions propres du Laplacien

Soit € un ouvert borné dans R” (n > 3) et A > 0. On souhaite étudier les solutions de

— Au = A\u dans ,
(22.2.1)

u =0 sur 0f).

On considére une fonction u € L*°(Q) N H () qui est solution faible de (22.2.1), ce qui

implique que

(22.2.2) Yo € Hy (), / Vu-Vodr = )\/ uv dz.
0 0

)\/uzdx:/|Vu|2dx.
Q Q

Plus généralement en utilisant le résultat démontré a la question 2, montrer que

3. Montrer que

2p —1
Wp €)1, +o0], )\/ uf? do = 22 /|V|u|p|2dx.
Q p Q

4. Montrer qu’il existe une constante A telle que, pour tout A > 0, tout p € [1, +oo] et
toute solution faible u € L=(Q) N H}(Q),

1+2/n
/|u‘2p(1+2/n) dz < Ap)\ (/|u’2pd.flf) )

5. (%) En combinant ce qui précéde & un argument itératif similaire a celui de Moser,

montrer qu’il existe une constante K (indépendante de A et u), telle que

2 n 2
“UHLoo(Q) < K\ ”UHL2(Q)'

n

Il s’agit d’estimer ||ul| 2y, o) pour une suite (py)ren convenable telle que Sapil =2
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